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GEOMETRIE  ELEMENTAIRE 


THÉOUtalB. 

•  i.  Les  perpendicQlairee  éleyées  sur  les  milieux  des  trois  oMés 
d^m  triangle  se  coupent  en  un  même  point,  qui  est  le  ceii- 
^  tre  du  cercle  circonscrit. 

FiG.  1. — En  effet,  les  perpendiculaires  MO  et  NO, 
élevées  par  les  milieux  M  et  N  des  cAtés  BC  et  AB  du 
triangle  ABC ,  se  coupent  au  point  0  ;  de  ce  point  on 
abaisse  OP  perpendiculaire  sur  le  troisième  oAté  AC,  et» 
le  théorème  sera  démontré  si  Ton  prouve  que  le  point  P 
est  le  milieu  de  AG.  On  joint  OA,  OB  et  OC;  comme  le 
point  0  appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  par  le 
milieu  de  BC,  on  a  OB  =  OC  ;  pour  une  raison  semblable, 
on  a  OB=OA.  Donc  OA=:OC,  donc  les  triangles  rec- 
tangles AOP  et  COP  sont  égaux  comme  ^yant  le  côté  OP 
commun  et  Thypothénuse  OA=OC,  donc  AP=PC.  Le 
point  P  est  par  conséquent  le  milieu  de  AC,  donc  le 
théorème  est  démontré. 
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THiOBÈMB. 

^9.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle 
sur  les  côtés  opposés  se  coupent  au  même  point. 

FiG.  2.  —  Soit  ABC  un  triangle  quelconque  dans  le- 

]uel  AP,  CM  et  B{<  sont  les  perpendiculaires  abaissées 
e^  hdniméts,  il  ftitit  déitidntter  qtte  ces  perpendiculaires 
se  coupent  au  même  point  0.  Pour  cela  on  mène  par  les 
sommets  du  triangle  ABC  des  parallèles  aux  côtés  op- 
posés ;  on  forme  ainsi  un  triangle  A'B'C',  dans  lequel 
les  côtés  sont  doubles  de  ceux  du  triangle  ABC.  Les  li* 
gnes  AP,  CM  et  BN  peuvent  alors  être  regardées  comme 
des  perpendiculaires  élevées  par  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  A'B'C';  donc  elles  se  coupent  en  un  même  point,# 
dûhc  aussi  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
d'un  triangle  sur  les  côtés  opposés  se  coupent  en  un 
même  point. 

THÉORÈME. 

«,  6.  liok  biPliectrices  des  trois  angles  d*un  triangle  se  coupent 'en 
un  même  point,  qui  est  le  centre  du  cercle  inscrit. 

.  FiG.  3.  —  En  effet,  les  bissectrices  AO  et  BO,  des 
angles  A  et  B,  se  coupent  en  0  ;  on  joint  ce  point  au 
pointe,  et  le  théorème  sera  démontré  si  Ton  prouve  que 
la  ligné  OC  divise  l'angle  C  en  deux  parties  égales.  Pour 
cela ,  du  point  0  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
les  trois  côlés  du  triangle,  et  comme  le  point  0  est  si- 
tué â  la  Fois  sur  les  bissectrices  des  deux  angles  A  et  B, 
il  s'ensuit  que  OQ  =  OR  et  OR  =  OP  ;  donc  OQ  =  OP, 
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dont  les  deux  triangles  rectangles  QOC  et  COP  sont 
égaux,  coihme  ayant  Thypothénuse  OC  commune  et 
0Q  =  OP,  donc  Tahgle  QCO  =  PCO,  et  le  théorème  est 
démontré. 

PROBLÂMB. 

%  4.  Ëtànt  donné  un  Itriangîe  ABC,  on  propose  Aé  tnener  une  pa- 
rallèle MN  à  la  base  BG,  de  telle  sorte  que  la  longueur  MN  de 
cette  parallèle  soit  égale  à  la  somme  des  segments  BM  et  NG. 

FiG.  4.  —  Supposons  îe  problème  résolil,  on  aura 
IIN=BM  +  NC.  Prenons,  à  partir  du  point  M,  la  lon- 
gueur MO=BM,  joignons  OB  et  OC,  le  triangle  BMO 
est  isocèle,  donc  l'angle  BOM=MBO;  mais  MN  est  pa- 
rallèleàBC,  donc  l'angle  BOM  =  OBC,  doncMBO  =  OBC; 
la  ligne  OB  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  B.  On  prou- 
verait de  la  même  manière  que  OC  est  la  bissectrice  de 
l'angle  C,  donc  le  point  0  qst  le  point  de  rencontre  dès  * 
bissectrices  des  angles  B  et  C. 

Pour  résoudre  le  problème,  il  faut  dotic  diviser  les 
ib^les  B  et  C  en  deux  parties  égales  ;  puis,  p^t  le  point 
de  rencontre  dé  ces  deux  bissectrices,  il  faut  mener  une 
(«rAllèieà  la  baseBC. 

problèhe. 

t  5.  Étant  donné  Un  angle  BâC  et  deux  points  M  et  N  situés  datts 
l'angle,  on  propose  de  trouyer  sur  les  côtés  AB  et  ÂG  deux 
points  R  et  S,  tels  qu'on  ait  l'angle  BRN=:AIIS,  et  l'angle 
ASR=MSC. 

Fm.  5.  —  Supposons  le  problème  résolu,  des  points 
M  et  N  abaissons  sur  les  cAtés  de  l'angle  des  perpendi- 
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culaires  Ml  et  NO  ;  prolongeons  chacune  de  ces  perpen* 
diculaires  d'une  longueur  égale  à  elle-même  jusqu'en 
P  et  û  ;  puis,  joignons  PS  et  QR  ;  par  construction  l'an- 
gle ORN=  ORQ,  et  par  hypothèse  l'angle  ORN= ARS, 
donc  l'angle  ORQ  =  ARS,  donc  QR  et  RS  sont  en  ligne 
droite.  On  prouverait  de  même  que  RS  et  SP  sont  èn-li- 
gne  droite  ;  donc  les  quatre  points  P,  S,  R  et  Q  sont  en  . 
ligne  droite. 

Pour  répondre  à  la  question,  il  sufBt  donc  d'abaisser 
HI  et  NO  perpendiculaires  sur  AC  et  AB,  de  prolonger 
chacune  de  ces  lignes  d'une  quantité  égale  à  elle-même 
jusqu'en  P  et  Q,  et  enfin  de  joindre  PQ.  On  prouve  alors 
facilement  que  les  points  R  et  S,  qu'on  détermine  de 
cette  manière,  satisfont  à  la  question. 

PROBLÂME. 

«  6.  ËtaDt  données  deux  droites  AB,  CD,  parallèles  entre  elles,  et 
une  sécante  ÂG  perpendiculaire  sur  AB  et  CD,  ainsi  que  deux 
points  P  etP'  dans  l'intérieur  de  ces  parallèles  et  d'un  même 
côté,  on  propose  de  trouver  sur  les  côtés  AB,  AG,  CD  trois 
Joints  E,  F,  G,  tels  qu'en  joignant  PE,  EF,  FG,  GF,  on  ait 
Fangle  PEB=AEF,  Vangle  AFE=:CFG,  l'angle  CGF=P'GD. 

FiG.  6.  —  Du  point  P  on  mène  PI  perpendiculaire 
sur  AB>  et  on  prend  IH=PI,  on  obtient  ainsi  le  point 
H.  Du  point  P'  on  mène  P'M  perpendiculaire  sur  CD,  et 
on  prend  HR=P'M,  on  obtient  ainsi  le  point  R;  de  ce 
point  on  mène  RQ  perpendiculaire  sur  le  prolongement 
de  AC,  et  on  prend  QK=ÛR,  on  a  ainsi  le  point  K.  En- 
fin, on  joint  HK  qui  coupe  AC  et  AB  en  F  et  E,  on  joint 
FR  qui  coupe  CD  en  G,  et  on  tire  les  lignes  GP'  et  EP. 
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II  est  alors  très-facile  de  démontrer  que  les  points  £,  F,  G 
satisfont  à  la  question  ;  aussi,  nous  ne  nous  arrêterons 
pas  davantage  sur  cette  question. 

PROBLÈMB. 

«7.  Étant  donnés  un  rectangle  âBCD  et  deux  points  P  et  F  si- 
tués dans  rintérieur,  on  propose  de  trouver,  sur  les  quatre 
côtés  de  ce  rectangle ,  quatre  points  E,  F,  G,  H,  tels  qu'en 
joignant  PE,  EF,  FG,  GH,  HF,  on  ait  Fangle  PEC=FEB,  l'an- 
gle BFE=GFA,  Tangle  ÂGF=:DGH,  et  l'angle  DHG=CHF. 

FiG.  7.  —  On  mène  la  ligne-P'Q  perpendiculaire  sur 
CD  et  telle  qu'on  ait  IQ=P'I,  QR  perpendiculaire  sur 
AD  et  telle  qu'on  aitMR=MQ,  RS  perpendiculaire^sur 
AB  et  telle  que  RN=NS,  OP  perpendiculaire  sur  RC  et 
telle  que  OV=PV  ;  on  joint  OS  qui  coupe  AB  en  F,  RF 
qni  coupe  AD  en  G,  GQ  qui  coupe  DC  en  H  et  HP'.  Il  est 
alors  facile  de  démontrer  que  les  points  E,  F,  G,  H  ré* 
pondent  à  la  question. 

PROBLÈME. 

•  8.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  0  situé  dans*l*in- 
teneur,  on  propose  de  frapper  les  trois  côtés  aux  points  M, 
Net  S  y  en  faisant  Tangle  d'incidence  égal  à  l'angle  de  ré- 
flexion, et  de  manière  à  revenir  au  point  0;  on  propose  en- 
suite de  démontrer  que  le  chemin  parcouru  OMNSO  est  le 
plus  court  chemin  possible. 

FiG.  8.  —  Du  point  O,  on  mène^OR  perpendiculaire 
sur  BC  et  telle  que  OK  =  KR,  OP  perpendiculaire  sur 
AC  et  telle  que  OI  =  IP,  PQ  perpendiculaire  sur  AB 
et  teliie  que  PD=DQ.  On  joint  RQ  qui  rencontre  BC 
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et  AB  en  M  et  N,  NP  nui  rencontre  AC  en  S,  et  enfin 
on  joint  MO  et  SO.  On  prouve  facilement  que  les  points 
M,  N  et  S  répondent  à  la  question. 

Reste  donc  à  démontrer  que  le  chemin  OM  +  MN  + 
NS  +  SO  est  <  que  tout  autre  chemin  OM'  +  lVl'N'  + 
N'S'+S'O.  Pour  cela  on  joint  S'P,  M'R,  N'R,  N'Q.  On 
aNQ  =  NP=NS+SP  =  NS  +  SOetNR==MN  +  ^ 
MR  =  MN  +  MO.  Donc  en  ajoutant  QR  =  OM +MN 
-HNS  +  SQ.  (A) 

11  est  évident  que  M'0=M'R,  S'0=S'Pet  1N'P  = 
N'Q,  d'ailleurs  dans  le  triangle  N'M'R,  on  a  N'R<M' 
N'  +  M'R,  dans  le  triangle  N'S'P,  on  a  N'Pou  N'Q< 
N'S'+S'P.  En  ajoutant  ces  deux  inégalités,  il  vient  QR 
<  M'N'H-  OM'  +  1N'S'+  S'O  ;  donc  à  cause  de  l'égalité 
(A),  on  auraOM  +  MN  +  NS  +  SO<OM'  +  M'N'  + 
KS'+SO;c.q.f.d. 

PROBLEME. 

•  9.  Diviser  la  droite  donnée  AB  en  deux  parties  égales. 

FiG.  6  bis.  —  Des  points  A  etB  comme  centres,  avec 
un  rayon  plus  grand  que  la  moitié  de  AB,  on  décrit  deux  » 
arcs  qui  se  coupent  en  D  et  E  ;  ces  deux  points  seront 
chacun  également  éloignés  des  points  A^  et  B.  On  tire  la 
ligne  DE,  et  je  dis  que  cette  ligne  coupera  la  ligne  AB 
en  deux  parties  égales  au  point  G  ;  car  les  deux  points 
D  et  E  étant  chacun  également  éloignés  des  extréipités 
A  et  B,  ils  doivent  se  trouver  tous  deux  sur  la  perpendi- 
culaire élevée  sur  le  milieu  de  AB,  mais  par  deux  points 
donnés,  il  ne  peut  passer  qu'une  seule  ligne  droite  ;  donc 
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la  ligne  DE  sera  cette  perpendiculaire  elle-même  qui 
coupe  la  ligne  AB  en  deux  parties  égales  au  point  C. 

PROBLÉm. 

0  iO.  Par  un  point  A  do^^^  snf^^la  ]ïipïQ  6C,  ^lejex  un^ 
peq>enc|jculair9  à  cette  Hgtfe. 

FiG.  7  bis.  —  On  prend  les  points  B  et  C  à  égale 
distance  de  À,  ensuite  des  points  B  et  C,  comme  cen— 
très  avec  un  rayon  plus  grand  que  BA,  on  décrit  deux 
arcs  qui  se  coupent  en  D  ;  on  tire  AD  qui  sera  la  per- 
pendiculaire demandée. 

Car  le  point  D,  étant  également  éloigné  de  B  et  de 
C,  appartient  k  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  BC;  donc  AD  est  cette  perpendiculaire. 

PBOBukn. 

«  ii.  D*un  point  A  donné  bon  de  la  droite  BD,  ahaissef  une 
perpendiculaire  sur  cette  droite. 

FiG.  8  fe?>.  —  Qu  poiq(;  A  comnae  centrç ,  et  d'qp 
Tayon  suffisamment  gr^nd,  on  décrit  up  arc  qui  çoi^pç^ 
la  ligne  BQ  aux  deqx  points  B  et  D  ;  on  marqq^  qn-r 
suite  un  point  fl  également  distaqt  des  points  3  ^t  p,  plj 
on  tire  AE  qui  sera  la  perpendiculaire  (Jemqpçléç. 

Car  les  deux  points  ^  ^t  fl  sonf  (;bacup  ég^lepient 
distants  ^es  points  6  ef  C  ;  flonc  |a  ligpç  A£  e4|  pejp^P- 
dîcnlaîr^  Qur  le  ^\\\m  de  pD,. 
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PBOBLÈU. 

9  12.  Au  point  A  de  la  ligne  AB,  faire  un  angle  égal  à  Tangle 

donné  D. 

FiG.  14  bis.  —  Du  sommet  D  comme  centre,  ^i 
d'un  rayon  à  volonté,  on  décrit  Tare  HK  terminé  aux 
deux  côtés  de  Fangle;  du  point  A  comme  centre,  et 
d'un  rayon  ÂB  égal  à  DH,  on  décrit  l'arc  indéfini  BO; 
on  prend  ensuite  un  rayon  égal  à  la  corde  KH  ;  du  point 
B  comme  centre,  avec  ce  rayon ,  on  décrit  un  arc  qui 
coupe  en  C  l'arc  indéfini  BO  ;  on  tire  ÂC,  et  l'angle  CAB 
est  égal  à  l'angle  donné  D. 

Car  les  deux  arcs  KH  et  BC  ont  des  rayons  égaux  et 
des  cordes  égales;  donc  ils  sont  égaux,  donc  l'angle 
BAC=KDH. 

PEOBLÉn. 

«  i3.  Diviser  un  arc  en  deux  parties  égales.  • 

FiG.  10  bis.  —  Soit  AB  Tare  donné  qu'il  faut  diviser 
en  deux  parties  égales  :  des  points  A  et  B  comme  cen- 
tres, et  avec  un  même  rayon ,  on  décrit  deux  arcs  qui 
se  coupent  en  D  ;  par  le  point  D  et  par  le  centre  C  on 
tire  la  ligne  CD  qui  coupe  l'arc  AB  en  deux  parties 
égales  au  point  E. 

Car  les  deux  points  C  et  D  sont  chacun  également  dis- 
tants des  extrémités  A  et  B  de  la  corde  AB  ;  donc  la  li- 
gne CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  corde^ 
donc  d'après  un  théorème  connu  elle  divise  l'arc  AB  en 
deux  parties  égales  au  point  E. 
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PHOBLâME. 

•  14.  Par  un  point  donné  A,  mener  une  parallèle  à  la  ligne 

donnée  BG. 

FiG.  4  bis.  — '  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AH  la  parallèle  demandée  :  joignons  le  point  A  à  un 
point  K  quelconque  de  BC,  puisque  par  hypothèse  les 
deux  lignes  AH  et  BC  sont  parallèles,  il  en  résulte  que 
Tangle  BKA  est  égal  à  l'angle  HAK;  mais  Tangle  BKA 
est  connu,  le  problème  est  donc  ramené  à  faire  au  point 
A,  avec  la  ligne  AK,  un  angle  HAJK  égal  à  l'angle  BKA. 
Pour  cela,  du  point  A  commecentre,  avec  AK  pour  rayon, 
on  décrit  Tare  de  cercle  indéfini  KO  ;  dû  point  K  comme 

centre,  avec  le  même  rayon,  on  décrit FarcAM,  on  prend 

KH= AM,  et  on  joint  AH.  Cette  ligne  AH  est  la  paraU 

lèle  demandée. 

PROBLÈME* 

•  AS.  Trouver  le  centre  d'une  circonférence  donnée  ou  d'un  arc 

donné. 

PiG.  23  bis.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
O  le  centre  de  la  circonférence  donnée  ou  de  Tare  donné  ; 
il  résulte  de  la  définition  de  la  circonférence  que  son 
centre  est  &  égale  distance  de  tous  ses  points;  si  donc 
on  prend  sur  la  circonférence  trois  points  à  volonté  A,  B* 
et  C,  le  point  O  se  trouvera  à  égale  distance  de  ces  trois 
points;  par  conséquent,  si  Ton  joint  AB  et  BC,  le  point  O 
appartiendra  à  la  fois  au  lieu  géométrique  des  points  à 
égale  distance  des  points  fi  et  A,  c'est-à-dire  &  la  per- 
pendicnlaire  élevée  sur  le  milieu  de  AB,  et  au  Heu  géo- 
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métrique  des  points  à  égale  distance  des  points  B  et  C, 
c'est-à-dire  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
B  C.  Le  point  Q  se  trouvera  donc  à  Tintersectiop  ^e  cqç 
deux  lieux,  et  sera  parfaitement  déterminé. 

problème'. 

•  16.  Par  un  point  donné  A,  inener  une  tangente  i  une 
circonférence  donpée  0. 

Si  le  point  donné  A  est  sur  la  circonférence  donnée, 
il  suffit  de  joindre  le  centre  O  au  point  donné,  et  de  me- 
ner une  perpendiculaire  à  Textrémîté  du  rayon  OA,  cette 
perpendiculaire  est  la  tangente  demandée. 

FiG.  21  bis.  —  Supposons  maintenant  que  le  point  Â 
soit^hors  de  la  circonférence,  et  que  AB  soit  la  tangente 
demandée,  joignons  OB  et  OA.  La  ligne  AB,  étant  par 
hypothèse  tangente  à  la  circonférence  O,  est  perpendi- 
culaire sur  le  rayon  OB,  l'angle  OBA  est  par  conséquent 
un  angle  droit.  Si  donc  on  décrit  sur  la  |igneOA,  comme  ^ 
diamètre,  une  demi-circonférence ,  elle  passera  par  le 
point  B. 

Ainsi,  pour  mener  une  tangente  à  une  circonférence 
par  un  point  A  situé  hors  de  cette  circonférence,  il  faut 
joindre  ce  point  au  centre  par  la  ligne  OA,  décrire  sur 
cette  ligne,  comme  diamètre,  une  circonférence  qui 
coupe  la  circonférence  donnée  en  deux  points  B  et  B', 
et  joindre  AB  et  AB'.  Ces  deux  lignes  sont  deux  tan- 
gentes menées  du  point  A  à  la  circonférence  donnée. 

Ces  deux  tangentes  sont  égales,  parce  que  les  deux 
triangles  rectangles  OBA  et  OB' A  sont  égaux. 
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PROBLÈME. 

•  n.  Sut  une  droite  donnée  AB,  décrire  un  segment  capable 
d'un  angle  c|opné  L,  c'est-à-dire  un  segment  ^l  que  tous 
les  angles  qui  j  sont  inscrits  soient  égaux  à  l'angle  donné  L. 

FiG.  24  bts.  —  Supposons  lé  problème  résolu,  et  soit 
ÀCB  Iç  segment  demandé,  tout  angle  ACB  inscrit  dans 
ce  segment  sera  par  hypothèse  égal  à  Taogle  L;  mais 
Vtngle  ACB ,  comme  angle  inscrit ,  a  pour  mesure  la 
moitié  de  Tare  ÂB  compris  entre  ses  côtés,  et  si  au  poiot 
B  on  mène  à  la  circonférence  une  tangente  BH,  Tan* 
gle  ÀBH,  formé  par  la  corde  AB  et  cette  tangente,  aura 
aussi  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  AB  ;  donc  Tangle 
iBHest  égal  à  Tangle  ACB,  et  par  suite' à  l'angle  L. 
D'ailleurs,  si  an  point  M,  milieu  de  AB,  on  élève  sur 
cette  ligne  une  perpendiculaire,  elle  passera  psir  le  cen- 
tre de  la  circonférence  k  laquelle  appartient  le  segment 
ACB,  et  si  au  point  B  on  élève  sur  BH  une  perpendicu- 
laire, elle  passera  aussi  par  le  centre  de  cette  circonfé- 
i^nce. 

De  cette  analyse  résulte  la  construction  suivante  :  au 
point  B  on  mène  une  ligne  BH  qui  fasse  avec  AB  un 
angle  ABH=L,  on  élève  sur  le  milieu  de  AB  une  per- 
pendiculaire, et  au  point  B  on  élève  sur  BH  une  per- 
pendiculaire qui  coupe  la  première  en  un  point  Q.  De 
ce  point,  avec  OA  pour  rayon ,  on  décrit  une  circonfé- 
Tence,  et  le  segment  supérieur  ACB  est  le  segmeqt  d^ 
mandé. 


• 
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PROBLÈME. 

^  18.  Étant  données  deux  circonférences  0  et  G,  on  propose  de 
trouver  sur  la  circonférence  G  un  point  A,  tel  qu'en  menant 
de  ce  point  une  tangente  à  G,  cette  tangente  soit  d'une  lon- 
gueur donnée  MN. 

Fie.  9.  — Supposons  le  problème  résolu,  soit  A.  le 
point  demandé  ;  de  ce  point  menons  à  C  la  tangente  Â.B, 
joignons  BC  et  CAl.  Dans  le  triangle  rectangle  Â.BC  on 
connaît  le  côté  CB  qui  est  le  rayon  de  la  circonférence  C, 
et  le  côté  ÂB  qui  est  égal  à  la  longueur  donnée  MN.  On 
peut  donc  construire  ce  triangle  et  connaître  par  consé* 
quent  la  distance  CA  du  centre  C  au  point  demandé.  On 
décrira  alors  du  point  C  comme  centre,  avec  CA  pour 
rayon ,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  généralement  la 
circonférence  O  en  deux  points  A  et  A'  qui  satisferont  à 
la  question. 

PROBLÈME. 

•  19.  Étant  données  deux  circonférences  0  et  C ,  on  propose  de 
1  trouver  sur  0  un  point,  tel  qu'en  menant  de  ce  point  deux 
tangentes  à  G,  ces  deux  tangentes  soient  perpendiculaires 
l'une  sur  l'autre. 

FiG.  10.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  A 
le  point  demandé,  il  est  évident  que  la  figure  ABCD  est 
un  carré,  donc  le  côté  est  le  rayon  de  la  circonférence  C, 
qui  est  connu  ;  donc  on  peut  construire  ce  carré  du* 
"  quel  on  connaît  le  côté,  et  par  suite  déterminer  la  lon- 
gueur CA.  On  décrira  alors  du  point  C  comme  centre, 
avec  CA  pour  rayon,  une  cira>nférence,  et  les  points  où 
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cette  circonférence  coupera  la  circonférence  O  satisfe- 
ront à  la  question. 

PROBLÈMB.  * 

•  iO.  Étant  données  trois  circonférences  égales,  déterminer  sur 
leur  plan  un  point  0,  tel  qu'en  menant  de  ce  point  des  tan^ 
gentes  aux  trois  circonférences,  ces  tangentes  soient  égales. 

FiG.  11.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soitO 
le  point  demandé  ;  de  ce  point  menons  les  tangentes  OA, 
OB  et  OC,  joignons  les  centres  aux  points  de  contact  et 
aa  point  O,  nous  aurons  trois  triangles  OAM,  OBN  et 
OCl  qui  seront  égaux  ;  donc  les  trois  distances  OM,  ON 
et  OI  sont  égales,  donc  le  point  O  est  le  centre  du  cercle 
qui  passe  par  les  centres  des  trois  circonférences  don- 
nées. 

THÉOaÂMB. 

•  tl.  Si  dans  un  carré  ÂBGD  on  forme  deux  angles  BÀF  et  DÂ£ 
égaux  chacun  à  \  d'angle  droit,  et  qu'on  joigne  EF^  le  trian-' 
gle  AFE  sera  équilatéral. 

FiG.  12.  —En  effet,  les  deux  triangles  DAEet  BÂF 
aont  égaux  comme  étant  rectangles,  ayant  le  côté  AD= 
AB  et  l'angle  DAË=±  BAF,  donc  AE=AF;  mais  Tan- 
gle  FAE=1*— J*— J*=|*;  donc  la  somme  des  angles 
AFE  et  AEF  =  2^*— 1*= J*,  et  comme  ils  sont  égaux, 
chacun  d'eux  vaut-*^,  donc  les  trois  angles  du  triangle 
A£F  sont  égaux,  et  par  conséquent  ce  triangle  est  équi- 
latéral. 
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THÉORÈME. 

«  22.  Sur  les  quatre  côtés  d'un  carré  ABGD,  on  prend  les  distances 
égales  ÂM,  BN,  CR  et  DS,  on  joint  deux  à  deux  les  point8 
M»  N,  R»  S,  et  on  prqK)se  de  démontrer  que  la  figUre  MP^RS  « 
est  un  carré. 

FiG.  i3.  —Les  triangles  AMS,  BMN,  CNR  et  RDS 
sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux,  donc  déjà  MS=MN=NR=RS. 
Ainsi  la  figure  MNRS  a  ses  côtés  égaux  ;  il  ne  reste  déhb 
plus  qu'à  démontrer  que  ses  angles  sont  droits.  Or^  Tàd- 
gle  MSR=2*— MSA— RSD,  mais  RSD=AMS  et 
MSA-|-AMS=1%  doncMSR=2*— J*=i*.  Oh^rott- 
veraitdeméihe  que  les  autres  angles  de  la  figure  MIN  R5 
sont  droits,  donc  cette  figure  est  un  carré. 

pROËLÊBÎk. 

^  23.  Étant  donné  tin  ahgle  ABC  et  iin  point  D  sur  le  côté  BC^  on 
jpropbse  dé  troiiver  sur  le  même  côté  un  point  0,  tei  qu'en 
abaissant  OU  perpendiculaire  sur  ÂB  on  ait  bH=:Ob. 

Fi6.  14.  -=-  Supposons  le  problème  résolu,  et  sbit  O 
le  point  demandé,  nous  aurons  0H=  OD  ;  joignons  Itt) 
et  abaissons  DK  perpendiculaire  sur  AB.  Cela  posé,  lë 
triangle  OHD  est  isocèle,  donc  Tangle  OHD=Ôliti, 
de  même  l'angle  OHD= HDK  comme  alternes  internes, 
parce  que  OH  et  DK  sont  parallèles,  donc  l'angle  ODtl 
c=HDK,  donc  DH  est  la  bissectrice  de  l'angle  BDK. 
Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  il  faut  mener  DK 
perpendiculaire  sur  AB,  diviser  l'angle  BDK  en  deux 
parties  égales  par  la  droite  DH,  et  mener  par  le  point 
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H  une  ligne  ifiO  i^erpendtbillaire  sur  ÂB,  lé  ^oint  O  sa- 
tisfait )alors  à  là  question. 

THiORÉME. 

«24.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  les  angles  bpt)osés  sont 
supplémentaires. 

FiG.  15.  — Soit  en  effet  ABCD  un  quadrilatère  in- 
scrit, l'angle  ABC  a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  Ât)C, 
et  Fangle  ADC  a  polir  mesure  la  moitié  de  l'arc  ABC 
compris  entre  ses  cAtés,  donc  la  somme  des  deux  angles 
opposés  ABC  et  At)C  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  cir- 
conférence ou  deux  angles  droits,  donc  les  angles  B  et  D 
sont  supplémentaires.  Oh  prouverait  de  même  que  les 
angles  A  etC  sont  supplémentaires. 

Réciproque.  Si  dans  un  quadrilatère  ABCt)  les  angles 
opposés  sont  sujpplémentaires ,  le  quadrilatère  est  in- 
scriptible. 

£n  effet,  supposons  qu'on  aitA  +  C  =  2**etB  +  D  = 
2*  ;  si  l'on  fait  passer  une  circonférence  par  les  trois  som- 
mets A,  B,  C,  il  est  évident  qu'elle  passera  par  le  qua- 
trième ^mmet  D,  car  sans  cela  les  angles  B  et  D  ne  se- 
raient pas  supplémentaires,  ce  qui  est  contraire  à  l'hy-^ 
pothèse;  donc  le  quatrilatère  ABCD  est  inscriptible. 

THÉORÈME. 

f  &  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  la'  somme  de  deux  côtés 
opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Fi6.  16.  —  Soit  ABCD  un  quadrilatère  circonscrit,  il 
faut  dêtoontWr  (|ù'ort  a  AD  +  BC  ±=  AB + CD.  Or ,  AM 
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r=  AN  comme  tangentes  menées  d'un  même  point  A , 
de  même  BQ  =  BN,  CQ=CP  et  DM=DP,  En  ajou- 
tant ces  égalités  membre  à  membre  il  vient  AM  +  BQ  H- 
CQ+DM=AN+BN+CP4-DPou  AD+BC=ABH- 
CD;  c.  q.  s.  d. 

Réciproque.  Si  dans  un  quadrilatère  la  somme  de  deux 
cAtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres,  le 
quadrilatère  est  circonscriptible. 

FiG.  17.  — On  a  pour  hypothèse  AD+BC=AB-4- 
CD  (1).  Faisons  passer  une  circonférence  O  tangentiel- 
lement  aux  côtés  AB,  BC,  AD,  et  prouvons  qu  elle  sera 
tangente  au  quatrième  côté  CD.  Pour  cela ,  supposons 
qu'elle  ne  le  soit  pas,  et  menons-lui  la  tangente  DE,  nous 
aurons  AD+BE= AB+DE  (2). 

Retranchant  la  deuxième  égalité  de  la  première,  il 
vient  BC— BEouEC?=CD— DE,  ou  bien  EC  +  DE 
=CD;  ce  qui  est  absurde,  parce  que  dans  un  triangle 
DEC  un  côté  ne  peut  pas  être  égal  à  la  somme  des  deux 
autres. 

PROBLÈME. 

^M.  Étant  données  une  circonrérence  0  de  grandeur  et  de 
position,  et  une  droite  ÀB  de  position  seulement,  mener  i  la 
circonférence  une  tangente  qui  soit  parallèle  à  la  droite^ 

FïG.  18.  -»-Le.  problème  étant  supposé  résolu,  la  tan- 
gente CD  est  parallèle  à  AB  ;  mais  on  sait  que  le  rayon 
OC,  qui  joint  le  centre  d'un  cercle  au  point  de  contact,  est  * 
perpendiculaire  sur  la  tangente,  donc  ce  rayon  OC  est 
aussi  perpendiculaire  sur  la  droite  AB.  Ainsi,  pour  ré- 
soudre le  problème,  il  fout  du  centre  O  mener  une  droite 
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Oà  peq)endiciilaire  sur  AB,  et  par  le  point  C,  où  cette 
perpendiculaire  rencontre  le  cercle,  mener  une  parallèle 
à  AB. 

PAOBLÈn. 

^  n.  Étant  données  une  circonférence  0  de  grandeur  et  de  po- 
stticMi,  et  une  droite  €D  de  position  seulement,  mener  i  la 
circonférence  une  tangente  qui  fasse  avec  CD  un  angle  égal 
i  un  angle  donné  L. 

FiG.  19.  —  En  un  point  quelconque  D  de  la  ligne  CD 
on  mène  une  ligne  DH  qui  fasse  avec  CD  un  angle  égal 
à  L ,  puis  on  mène  à  la  circonférence  O  une  tangente 
parallèle  à  DH  ;  il  est  évident  que  cette  tangente  fait 
avec  CD  un  angle  égal  à  L.  #; 

THÉORÈIIE. 

•  i8.  Le  diamètre  du  cercle  inocjrit  dans  un  triangle  rectangle  est 
égal  à  Texcès  de  la  somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  sur 
lliypothénuse. 

Fi6.  20.  —  Soit  ABC  un  triangle  rectangle  et  OP  le 
cercle  inscrit.  On  a  pour  la  somme  des  deux  cAtés  de 
l'angle  droit  AC-4-AB=AN-4-NC-4-AP+PB,  et  pour 
rhypothénuse  BC = BM  -4-  MC. 

Retranchant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  en 
remarquant  que  NC  =  MC  et  PB=MB,  il  vient  AC  +  • 
AB — BC=AN+AP.  Or,  la  figure  APON  est  un  carré; 
donc  AN+NP=  2  ON  =  le  diamètre  du  cercle  inscrit  ; 
donc  ACH-AB — BC=  le  diamètre  du  cercle  inscrit  ; 
c,  q.  f.  d. 
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FHOBLÈn. 

/^  M.  GoMtmire  on  parallélogramme  connaiMant  lea  deux 
diagonales  et  un  côté. 

FiG.  21.  — Soit  ABCDIe  parallélogramme  demandé 
et  dans  lequel  on  connaît  les  diagonales  ÂC ,  BD  et  le 
oftté  AB.  On  remarque  d'abord  que  dans  le  triangle  AOB 
on  connaît  les  trois  côtés,  savoir  A0=^,  B0=^  et 
AB  qui  est  donné  ;  on  construit  donc  ce  triangle ,  puis 
on  prolonge  AO  d'une  quantité  OC=AO,  et  OB  d'une 
quantité  OD=OB,  enjoint  ensuite  AD,  DCetCB,  et 
\t  parallélogramme  ABCD  se  trouve  alors  construit. 

PEOBLÈME. 

^  30.  Ck)nstruire  un  parallélogramme,  connaissant  les  deux 
diagonales  et  Tangle  de  deux  côtés. 

Fi&.  22.  —  On  connaît  les  deux  diagonales  AC  et 
BD,  et  l'angle  D. 

Sur  la  diagonale  AC  on  décrit  un  segment  capable  de 
Tangle  D,  on  prend  le  point  M  milieu  de  AC,  de  ce 
point  avec  ^  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le 
«egmett  en  D,  on  joint  DM  qu'on  prolonge  de  MB:= 
BID,  on  joint  AB,  BC,  CD,  DA,  et  on  a  ainsi  le  parallé- 
logramme demandé  ABCD. 

PROBLÈME. 

•  3i.  On  donne  une  corde  AB  dans  un  cercle  1,  des  différents 
points  G  de  Tare  ABC  on  abaisse  sur  la  corde  ÂB  des  perpen- 
diculaires CR,  et  on  décrit  les  cercles  GR;  des  point  A  et  B 
on  mène  à  ces  cercles  des  tangentes,  et  on  demande  le  lieu 
géométrique  des  points  de  concours  M  de  ces  tangentes. 

Fio.  23.  —  Les  triangles  CAP  et  CAR  étant  égaux, 
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il  en  résulte  que  l'angle  CAP = CAR;  donc  l'angle 
MÀB=:2CAB  ;  on  prouverait  de  même  que  l'angle 
MBA=aCBA.  Or,  l'angle  GAB  a  pour  mesure  l  CB,  e> 
l'angle  BAC  a  pour  mesure  \  CA,  donc  la  somme  des 
angles  MAB  et  MBA  a  pour  mesure  l'arc  ACB  ;  mais 
Tangie  au  centre  AIB  a  aussi  pour  mesure  l'arc  ACB; 
donc  la  somme  des  angles  MAB  et  MBA  =3  AIB,  d'ail*- 
leors  Tangle  AMB  est  le  supplément  de  la  somme  des 
angles  MAB  et  MBA;  donc  l'angle  AMB  est  le  supplé- 
ment de  l'angle  constant  AIB.  On  obtiendra  donc  le  lieu 
demandé  en  décrivant  sur  AB  un  segment  capable  du 
supplément  de  l'angle  AIB. 

THiORiMB. 

•  a.  Sans  «n  triani^e  ABG  on  suppose  que  la  droite,  Hûi  joint  le 
milieu  M  d*uii  cAlé  AB  au  sommet  C,  «st  égale  à  la  moitié  de 
ce  côté  kB,  et  on  propose  de  démontrer  que  lé  triangle  ABC 
est  rectangle  en  G. 


F16.  84.  ~  En  eflfet,  AM  étant  égal  à  MC,  il  s'e 
suit  que  l'angle  A  du  triangle  s=  ACM  ;  de  même  MB 
étant  égal  à  MC ,  il  s'ensuit  que  l'angle  B  du  triangle 
=  MCB;  doncon  a  A+Bx=ACM+MGBsGi  On  voit 
donc  qu'on  peut  regarder  la  somme  des  trois  ongles  du 
triangle  ABC  comme  étant  égale  à  2  C  ;  et  comme  d'ail- 
leurs cette  somme  est  égale  à  S"*,  il  en  résulte  que  l'an- 
gle C=  l'>  donc  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  C. 
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THBORÈHIS. 

f  33.  Dans  tout  triangle  rectangle ,  la  droite  qui  joint  le  milieu 
de  rhypothénuse  au  sommet  de  l'angle  droit  est  égale  à  la 
moitié  de  Thypothénuse. 

En  effet,  si  l'on  décrit  une  circonférence  sur  Thypo- 
thénuse ,  comme  diamètre ,  on  sait  qu'elle  doit  passer 
par  le  sommet  de  l'angle  droit  ;  donc  nécessairement  la 
droite  qui  joint  le  sommet  de  l'angle  droit  au  milieu 
de  rhypothénused'un  triangle  rectangle  est  égale  à  la 
moitié  de  l'hypothénuse. 

THÉORÈMB. 

•54.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle 
sur  les  côtés  opposés  divisent  en  deux  parties  égales  les  an-* 
gles  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires. 

Fi6.  25.  —  Soit  ABC  un  triangle  quelconque  et 
soient  AP,  CM  et  BN  les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets,  il  faut  démontrer  que  ces  perpendiculaires  di- 
visent en  deux  parties  égales  les  angles  du  triangle 
MNP.  On  remarque  d'abord  que  les  trois  quadrilatères 
OMBP,  OMAN  efr  ONCP  sont  inscriptibles ;  cela  posé, 
l'angle  OMP=:OBP,  comme  ayant  tous  deux  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  OP  ;  de  même  l'angle  OMN  = 
OAN,  comme  ayant  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  ON. 
Mais  les  triangles  APC  et  BNC  sont  semblables,  comme 
étant  rectangles  et  ayant  l'angle  C  commun  ;  donc  l'an- 
gle OAN  =  OBP,  et  par  suite  l'angle  OMP=OMN  ;  don 
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la  perpendiculaire  CM  divise  l'angle  PMN  en  deax  par- 
ties égales.  On  prouverait  de  la  même  manière  que  les 
perpendiculaires  AP  et  BN  divisent  les  angles  MPN  et 
MNP  en  deux  parties  égales  ;  donc  le  théorème  est  dé- 
montré. 

PROBLÉHB. 

•  35.  Étant  donnés  une  circonférence  0  et  un  point  A  hors  de  la 

circonférence,  mener  par  ce  point  une  sécante  telle  que  la 
partie  comprise  dans  la  circonférence  soit  d'une  longueur 
donnée  UN. 

FiG.  26.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit' 
ABK  la  sécante  demandée,  la  partie  comprise  BK  sera 
égale  à  MN.  Du  point  0  menons  01  perpendiculaire  sur 
BK,  et  décrivons  la  circonférence  01  ;  il  est  clair  que  toute 
corde  CD  de  la  circonférence  donnée,  qui  sera  tangente 
à  la  circonférence  01,  sera  égale  à  BK,  et  par  suite  à 
HN  ;  de  sorte  que  pour  résoudre  le  problème  il  faut  in- 
scrire dans  la  circonférence  donnée  une  corde  CD  égale  à 
HN,  abaisser  sur  CD  une  perpendiculaire  OH,  décrire  la 
circonférence  OH,  et  par  le  point  A  mener  à  la  circon- 
férence OH  deux  tangentes  qui  satisferont  à  la  question. 

THÉORÈME. 

•  36.  On  donne  deux  circonférences  tangentes;  par  leur  point  de 

contact  on  mène  deux  cordes  communes  à  ces  circonférences  |« 
on  joint  les  extrémités  de  ces  cordes,  et  on  propose  de  dé- 
montrer que  ces  lignes  de  jonction  sont  parallèles. 

Fi6.  27.  —  Soient  0  le  point  de  contact  des  deux  cir- 
GonféreBces  données,  AOD  et  BOC  les  deux  cordes  com- 
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munes  ;  on  îaint  AB  et  CD,  et  ob  veat  démontier  que  cei 
lignes  sont  paralièlai.  Pour  cela  on  mèDo  la  tangente 
commune  KOH,  l'angle  OAp=BOH  oonune  ayant  même 
n^esore  î  OS,  Tangle  ODC=KOe  oomme  ayant  même 
mesure  î  OC  ;  mais  Tangle  BOH=KOC  comme  oppoié 
par  le  sommet  ;  donc  l'angle  OAB=ODC,  et  par  consé- 
quent les  lignes  AB  et  CD  sont  parallèles,  parce  que  les 
Wgle».  alUumes  internes  sont  égaux.  • 

PROBLÈME. 

•  ^.  Étant  dopfiée^  une  cm^nférenee  0  et  une  tangente  IH  à 
l'extrémité  du  diamètre  AB,  ou  propose  de  trouyer  sur  la 
circonférence  un  point  G ,  tel  qu'en  joignant  AG,  on  ait  GD 
zsCB. 

Fi6.  28.  — -  Supposons  le  problème  résolu,  puisque 
CD =CB,  il  en  résulte  que  l'angle  CPB=CBD  ;  mais  les 
angles  CBD  et  DAB  sont  égaux  comme  ayant  pour  me- 
sure {  CB  ;  donc  l'angle  CDB=DAB  ;  donc  le  triangle 
DAB  est  isocèle,  et  on  a  AB=BD.  Ainsi,  pour  résoudra 
le  problème  il  faut  prendre  sur  la  tangente  BH  une  lon- 
gueur BD =AB  "ît  joindre  DA,  cette  dernière  ligne  coupe 
la  circonférence  en  un  point  C,  ce  qui  satisfait  à  la  ques- 
tion. 

THÉORÈMB. 

^  3g.  Deux  ciroonférencesO  et  0'  se  coupent  en  A  et  B»  on  tire  du 
point  A  deux  diamètres  AM  et  AN,  et  on  propose  de  démon- 
trer que  les  trois  points  M,  N  et  B  sont  en  ligne  droite. 

f}Q.  89.  —*  Joignons  MB  et  NB,  l'angle  MBA  es|  droit 
con^me  inscrit  dans  un  demi-«erde,  il  «a  ^  de>  m^ivie 
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de  l'angle  ABHi  donc  la  somme  des  angles  ABM  et  ÂBN 
est  égale  à  doiu  angles  droits,  donc  la  ligne  MBN  est 
droite. 

PROBLÈME. 

•  39.  Dans  un  cercle  0,  on  suppose  que  Tare  CD  soit  le  tiers  de 
rare  ÂB,  on  tire  les  cordes  AG  et  BD  qui  se  coupent  en  K,  et 
oa  demande  la  longueur  de  KB.  ' 

Fie.  30.  —  Joignons  le  centre  0  au  point  D,  nous  ob- 
tiendrons  ainsi  le  triangle  ODK.  L'angle  DKO  a  pour 
nesnre  J  AB  — |CD  ou  CD.  L'angle  au  centre  DOK  a 
également  pour  mesure  l'arc  CD  ;  donc  le  triangle  OM 
est  isocèle,  et  par  conséquent  DK  est  égal  au  rayon  OD 
du  cercle  0. 

.     nOBUÈEKE. 

^iO.  Étant  donnés  deux  systèmes  quelconques  de  lignes  paral- 
lèles et  un  point  Â  situé  sur  leur  plan,  on  propose  de  mener 
par  ce  point  une  sécante ,  telle  que  les  parties  de  cette  se* 
cante,  comprise  entre  les  deux  systèmes  de  lignes  paraUéleSt 
aoîent  égales  entre  elles. 

Fio.  31. — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AMNPQ  la  sécante  demandée,  on  aura  alors  MN::^PQ. 
Prolongeons  les  deux  systèmes  de  lignes  parallèles  jus- 
qu'à leur  rencontre,  elles  formeront ^  par  leur  intersec- 
tion, un  parallélogramme  KK'HH'  dans  lequel  les  dia- 
gonales sont  KH  et  KV.  Remarquons  que  si  la  sécante 
ÂMNPQ  était  parallèle  à  l'une  de  ces  diagonales,  à  KH, 
par  exemple,  on  aurait  à  la  fois  MN=KH  et  PQ=KH, 
et  par  suite  MN=PQ.  Donc,  pour  résoudre  la  question 
il  faut,  par  le  point  donné  Â,  mener  des  parallèles  aux 
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deux  diagonales  da  parallélogramme  formé  par  les  inter- 
sections des  deox  systèmes  de  lignes  parallèles  ;  on  ob- 
tiendra ainsi  deux  sécantes  qui  répondront  à  la  ques- 
tion. 

THÉORÈBDB. 

«41.  Les  quatre  bissectrices  des  angles  d'un  quadrilatère 
forment  y  par  leurs  intersections,  un  quadrilatère  inscrip- 
tible. 

FiG.  32.  —  Soient  ÂBCD  un  quadrilatère  quelconque^ 
et  MNPQ  le  quadrilatère  formé  par  les  bissectrices  des 
angles  du  quadrilatère  ÂBCD;  pour  démontrer  le  théo- 
rème il  suffit  de  prouver  que  la  somme  des  angles  M  et  P 
est  égale  à  2^.  Or,  dans  le  triangle  ÂBHon  a  ^  4-  1  + 
H =2'',  dans  le  triangle  GPD  on  a  également  f  4-  ^  + 
P=2',  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il 
vient î  (A4-B  +  C+D)  4-M+P=4*, mais  ^  (A-+-B  +  • 
C  +D+)  =  2*;  donc  M + P=2*.  Le  quadrilatère  MNPQ 
est  donc  bien  inscriptible. 

Seolie.  Si  le  quadrilatère  ÂBCD  est  un  parallélo- 
gramme, le  quadrilatère  intérieur  sera  un  rectangle  dans 
lequel  les  diagonales  seront  parallèles  aux  côtés  du  pa-^ 
rallélogramme  primitif. 

THÉORÈME. 

ft  42.  On  prolonge  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  jus. 
qu*à  leur  rencontre  en  H  et  K,  on  divise  les  angles  H  et  K  en 
deux  parties  égales,  et  on  propose  de  démontrer  que  ces  deux 
bissectrices  sont  perpendiculaires  Tune  sur  l'autre. 

FiG.  33 «  —  Soit  0  le  point  de  rencontre  des  deux  bis 
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sectrices,  il  suffit  de  prouver  que  Tangle  POQ=QOM, 
oaoe  qui  revient  au  même,  que  la  somme  des  arcs  PQ  et 
UN  est  égale  à  la  somme  des  arcs  PN  et  QH,  car  l'angle 
POQ  a  pour  mesure  £fi±!5!!,  et  l'angle  QOM  a  pour  me- 
sore  î^^.  Les  angles  en  K  étant  égaux,  il  en  résulte 
que  les  arcs  qui  leur  servent  de  mesure  le  sont  aussi  ; 
donc  on  a  AN — DQ=BN — GQ.  De  même  les  angles  en 
H  étant  égaux,  on  a  AP — BM=PD — MC.  En  ajoutant 
ces  deux  égalités  il  vient  :  PN— DQ— BMsBN+PD- 
MQ  oa  PN  +  QM  =:  PQ  +  MN.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

PROBLÉUB. 

•  43.  €k>nstruire  un  trapèze,  connaissant  les  quatre  côtés. 

FiG.  34.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABCD  le  trapèze  demandé  :  si  par  le  sommet  B  nous 
menons  une  parallèle  BM  au  cêté  AD,  nous  formerons  * 
un  triangle  BMC  dans  lequel  deux  côtés  sont  égaux  aux 
deux  côtés  du  trapèze,  et  le  troisième  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  bases.  C!onstruisons  donc  le  triangle  BMC,  par 
le  point  B  menons  une  parallèle  à  MC  et  prolongeons 
cette  dernière  ligne,  enfin  prenons  BA  et  MD  égal  à  la 
plus  petite  base  du  trapèze,  joignons  AD,  et  le  trapèze 
sera  construit. 

THÉOB&MB. 

•  44.  On  donne  un  quadrilatère  quelconque  dans  lequel  on  joint 
deux  à  deux  les  quatre  centres  des  cercles  ex-inscrits,  et  on 
propose  de  démontrer  qu'on  forme  ainsi  un  quadrilatère  in* 
BCTjptible. 

Fi6«  35.  — Soit  ABCD  le  quadrilatère  donné,  0,  0", 
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O^^et  0*^  les  centres  des  quatre  cercles  ex-inscrits,  il  faut 
démontrer  que  le  quadrilatère  00'0"0'''  est  inscriptible, 
et  pour  cela  il  suffit  de  prouver  que  la  somme  des  angles 
0'  +  0'^=2*.  On  sait  que  la  somme  des  angles  exté- 
rieurs à  un  polygone  est  égale  à  4^;  donc  si  on  repré^ 
sente  par  2«,  2»,  2 y,  3^  les  quatre  angles  extérieurs 
du  quadrilatère  ÂBGD,  on  aura  •  +  »  +  r + a=s  2"^.  Il  est 
évident  que  les  angles  du  triangle  0'^  AD  sont  0*^,  •  et  a; 
donc  on  a  0'''+« + a=2*.  De  même  les  angles  du  trian- 
gle O'BC  sont  O'tTet»;  donc  0'+t  +  p=2\  Ajoutant 
ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient  0'^+0'-4- 
.  +  P  4-  T  +  «=4*,  et  par  |uiteO'+0"'=2*;  doncle  théo- 
rème  est  démontré. 

THiORÈHB. 

•45.  On  donne  une  circonférence  0,  une  corde  MN  et  un  diamè- 
tre âB  ;  des  extrémités  Â  et  B  du  diamètre  on  abaisse  sur  la 
corde  les  perpendiculaires  ÂG  et  BH,  des  points  Cet  H  onmène 
les  tangentes  CP  et  HQ,  et  on  joint  les  points  de  contact  P  et  Q. 
On  propose  de  démontrer  que  la  figure  GPQH  est  un  trapèze 
isocèle,  et  que  la  corde  MP=NQ. 

Fio.  36.  -^  Du  centre  0  de  la  circonférence  abais- 
sons 01  perpendiculaire  sur  la  corde  HN,  joignons  CM, 
ON,  OC  et  OH,  puis  par  les  points  I  et  H  menons  IV  et 
HS  parallèles  au  diamètre  AB.  Les  triangles  lYC  et  IHS 
sont  égaux  comme  étant  rectangles,  ayant  IY=SU  et 
les  angles  en  I  et  H  égaux,  donc  IC=IH  ;  mais  IMsIN, 
donc  IC— mou  MC  =  1H— IN  ou  NH.  D'ailleurs  OC 
=:  OH;  donc  les  triangles  MOC  et  NOH  sont  égaux  comme 
ayant  les  trois  côtés  égaux,  et  par  suite  Tangle  MOC= 
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HQB;  maU  le&  triangles  rectangles  POG  et  QOH  sont 

égaw  ;  donoPCsQH,  et  aussi  Tangle  FOC x=  QOH  ;  par 

suite  POC— HOC  ou  POM=QOH--NOH  ou  QON. 

D'ailleurs  les  angles  POM  et  QON,  qui  sont  des  angles 

«A  œntra,  ont  pour  mesure  les  arcs  HP  et  NQ  ;  donc  ces 

arcs  sont  égaux,  et  par  suite  PQ  est  parallèle  à  CH.  Nous 

avons  déjà  démontré  que  PC=ÛH  ;  donc  la  figure  CPQH 

fat  bien  ap  trapèae  isocèle. 

THÉORÈME. 

,  46.  Étant  donné  un  angle  0  et  un  cercle  inscrit  dans  l'angle , 
démontrer  que  si  l'on  mène  au  cercle  des  tangentes  quelcon* 
qoes  supérieures  ou  inférieures,  V  les  tangentes  supérieures 
ÂB  formeront  toutes  des  triangles  ayant  même  périmèbre  ; 
2»  les  tangentes  inférieures  CD  formeront  des  triangles  dans 
lesquels  l'excès  des  deux  autres  côtés  sur  ces  tangentes  sera 
une  quantité  constante;  3**  en  joignant  les  extrémités  des  tan- 
gentes soit  inférieures,  soit  supérieures  au  centre,  on  for- 
mera au  centre  des  angles  égaux  pour  chaque  espèce  de  tan- 
gentes; i*»  les  angles  au  centre  pour  la  tangente  intérieure 
et  pour  la  supérieure  seront  supplémentaires. 

FiG.  37.  —  l' Le  périmètre  du  triangle  OAB,  formé 
par  la  tangente  supérieure  AB ,  est  égal  évidemment  à 
ON+OM,  c'est-à-dire  à  une  quantité  constante. 

2r  L'excès  des  deux  cétés  OC  et  OD  du  triangle  OCD, 
formé  par  la  tangente  inférieure  CD,  sur  cette  même 
tangente,  est  égal  à  OM  +  0N,  c'est-à-dire  à  une  quan- 
tité constante. 

3*  L'angle  AIB  est  constant,  car  il  est  égal  à  la  moi- 
tié de  l'angle  NIM,  qui  est  le  supplément  de  l'angle 
donné  0. 
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De  même  Tangle  GID  est  constant,  car  c'est  le  supplé- 
ment de  la  demi-somme  des  angles  OGD  et  ODG,  et  cette 
somme  est  constante  comme  étant  le  supplément  de  l'an- 
gle 0. 

4®  Nous  avons  dit  que  l'angle  AIB  égale  la  moitié  du 
supplément  de  l'angle  0,  et  comme  ce  supplément  est 
OCD  +  ODC,  ona  AIB=î£5±2Si;  mais  l'angle  GID  est 
le  supplément  de  ^^^toDc^  ^^^^  |^  angles  AIB  et  GID 
sont  supplémentaires. 
fl 

PROBLÈME. 

,  47.  Ëtant  donnée  une  corde  AB  dans  un  cercle  0,  trouver  sur 
Tare  AB  sous-tendu  par  cette  corde  un  point  tel  que  la  somme 
de  ses  distances,  aux  extrémités  de  la  corde,  soit  égale  à  une 
ligne  donnée  MN. 

FiG.  38.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  G 
le  point  demandé  ;  on  aura  AG+GB=MN.  Prolongeons 
AG  d'une  longueur  GK= GB,  et  joignons  KB  ;  la  distance 
AK  sera  égale  à  MN,  de  sorte  que  le  point  K  est  situé  sur 
la  circonférence  décrite  du  point  A  comme  centre  avec 
UN  pour  rayon.  Le  triangle  GKB  étant  isocèle,  il  e^  ré- 
sulte que  l'angle  GKB=GBK:  d'ailleurs  l'angle  AGB 
extérieur  au  triangle  GKB  est  égal  à  la  somme  des  an- 
gles GKB  et  GBK;  donc  l'angle  AGB  est  double  de  l'angle 
GKB  ;  donc  le  point  K  est  aussi  situé  sur  un  segment  ca- 
pable de  la  moitié  de  l'angle  AGB,  et  décrit  sur  AB  ;  le 
point  K  est  donc  déterminé  ;  en  le  joignant  au  point  A, 
la  ligne  AK  coupera  l'arc  AB  en  un  point  G,  qui  sera  le 
point  demandé. 
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PROBLÉWi. 

•48.  Étant  donnée  une  corde  ÂB  dans  nn  cercle  0,  trouver  sur 
Tare  AB  un  point  tel  que  ia  différence  de  ses  distances  aux 
extrémités  de  la  corde  soit  égale  à  une  ligne  donnée  MN. 

Fi(S«  39.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  G 
le  point  demandé,  on  aura  AG — GB=HN.  Si  l'on  prend 
GP  r=GB,  la  droite  AP  sera  égale  à  MN;  ainsi  le  point  P 
se  trouve  déjà  sur  la  circonférence  décrite  du  point  A 
comme  centre  avec  MN  pour  rayon.  L'angle  APB  exté-# 
rieur  au  triangle  PCB  est  égal  à  la  somme  des  angles  G 
et  CBP,  et  comme  le  triangle  PGB  est  isocèle,  il  s'ensuit 
qu'on  a  G  +  2GBP=2*,  d'où  GBP=1*— ^.  Par  con- 
séquent l'angle  APB =G +1*— ^= 1*4-ï;  donc  le  point 
P  se  trouve  aussi  sur  le  segment  capable  de  l'angle  1*4-? 
décrit  sur  la  corde  AB  ;  ce  point  P  se  trouve  dope  à  l'in- 
tersection de  ce  segment  et  de  la  circonférence  décrite 
du  point  A  comme  centre  avec  MN  pour  rayon  ;  il  est 
donc  déterminé,  et  en  le  joignant  au  point  A,  la  droite 
AP  passera  par  le  point  demandé  G. 

THiOllilIS* 

f  49.  On  donne  un  quadrilatère  inscrit  ABCD,  on  décrit  des  cir- 
conférences qui  se  coupent  deux  à  deux  aux  sommets  de  ce 
quadrilatère,  et  on  propose  de  démontrer  que  les  secondes 
intersections  de  ces  circonf^^rences  forment  aussi  un  quadri- 
latère inscriptible  A'B'CD'. 

FiG.  40.  —  En  effet,  au  point  G'  la  somme  des  trois 
angles  D  G'B'-|-D'G'G+B'G'G=4*;  mais  onaBTG'G+B'BG 
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=2*,  D'C'C+D'DC  =  2*,  donc  D'C'B'rsB'BC  +  D'DC. 
On  pronverait  de  même  que  D'A'B'=B'BA4-D'DA. 
Donc,  en  ajoutant  ces  deux  égalités^  il  vient  D'C'B'  -f» 
D'AV  =  CBA+CDA^  et  comme  CBA+CDA  =î=  2*,  parce 
que  le  quadrilatère  ABCD  est  inscrit,  il  en  résulte  que 
D'CV+D'AV=2*;  donc  enfin  le  quadrilatère  AVCV 
est  inscriptible» 

THÉORÈME. 

%SSO.  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent,  là  plus  grande 
corde  commune  qu'on  puisse  leur  mener  par  un  des  points 
d'intersection,  est  celle  qui  est  parallèle  à  la  ligne  de3  cen- 
tres. 

Fi6. 41  •  —  Soient  en  effet  0  et  I,  deux  ciroonférendes 
se  ooupantf  et  soit  A  l'un  des  points  d'intersection  ;  par 
ce  point,  menons  une  parallèle  BAC  k  la  ligne  des  cen- 
tres, et  abaissons  OM  et  IN  perpendiculaire  sur  cette  pa- 
rallèle, on  aura  MA==  MB  et  NA=NC  ;  donc  la  corde  BC 
=:2MN=:20L  Ainsi  la  corde  parallèle  à  la  ligne  des 
centres  est  double  de  la  distance  des  centres. 

Fio.  42. —  Soit  maintenant  PAQ  une  corde  commune 
quelconque  menée  par  le  point  A  non  parallèlement  à  la 
ligne  des  centres,  soient  IK  une  parallèle  à  PQ,  et  OR 
et  IS  deux  perpendiculaires  sur  PQ,  on  aura  évidemment* 
RS  ou  IK =-^;  mais  IK  est  <  01,  donc  PQ  est  <  2  01. 
Cette  ligne  PQ  est  donc  {rfus  petite  que  BC  qui  est  la 
parallèle  à  la  ligne  des  centres;  donc  le  théorème  est 
démontré. 
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PROBLÈMB. 

p9i.  Deux  ciTConf&^nced  qui  se  coupent  étant  données,  mener 
par  l'un  des  points  d'intersection  une  sécante  commune  qui 
soit  d'une  longueur  donnée  L. 

Fi6.  43.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  BÂC 
la  sécante  commune  demandée,  on  aura  BC=L.  Des* 
centres  0  et  I  des  deux  circonférences  données  abaissons 
OH  et  IN  perpendiculaires  sur  BC,  et  menons  IK  paral- 
lèle à  BG,  nous  obtiendrons  ainsi  un  triangle  rectangle 
lOK  dans  lequel  01  est  la  ligne  des  centres,  et  IR=^BC 
=:^L.  On  peut  donc  construire  ce  triangle  et  connaître 
OK  ;  cela  fait,  du  point  0  comme  centre,  avec  OK  pour 
rayon,  on  décrit  une  circonférence,  du  centre  I  on  mène 
à  cette  circonférence  deux  tangentes  IK  et  IK\  et  on  mène 
par  le  point  A  &  ces  tangentes  deux  parallèles  BC  et  B'G' 
qui  répondent  à  la  question. 

PROBtÈME. 

•  52.  Étant  données  deux  circonférences  0  et  I  qui  se  coupent, 
on  propose  d'inscrire  entre  ces  deux  circonférences  une  droite 
parallèle  à  une  droite  donnée  ÂB  et  qui  soit  d'une  longueur 

donnée  MN. 

• 

Fi6.  44.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  CD 
la  droite  qui  satisfait  à  fa  question  :  si  par  le  point  0  on 
mène  OK  parallèle  à  ÂB  ou  à  CD,  et  d^  la  longueur  HN, 
et  qu'on  joigne  OC  et  KD,  il  est  clair  que  la  figure  OKDC 
sera  un  parallélogramme  ;  donc  KD  =  OC  ;  donc  si  du 
|Nnnt  K  comme  centre,  avec  OC  pour  rayon,  on  décrit 
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une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence  I  en  D  et 
D',  et  si  par  ces  points  on  mène  des  parallèles  DG,  D'G' 
à  OK  ou  ÂB,  elles  répondront  à  la  question. 

PHOBLÈMB. 

^  S3.  Gonsbnirenn  quadrilatère  connaissant  les  deux  diagonales, 
Tangle  qu'elles  forment  et  deux  des  angles  opposés  du  qua- 
drilatère. 

FiG.  45.  —  Soit  ÂBCD  le  quadrilatère  demandé  dans 
lequel  on'  connaît  les  diagonales  AC ,  BD  et  les  angles 
0,  B  etD. 

On  tire  une  ligne  AC  égale  à  la  diagonale  de  même 
nom,  on  décrit  sur  AC  deux  segments,  l'un  capable  de 
Fangle  B  et  fautre  capable  de  Tangle  D  ;  on  mène  en- 
suite une  ligne  MN  faisant  avec  AC  un  angle  égal  à  0, 
puis  une  ligne  BD  qui  soit  parallèle  à  UN,  et  telle  que 
la  partie  BD,  comprise  entre  les  deux  segments,  soit  de 
la  grandeur  donnée  BD  ;  on  joint  enfin  AB,  BC,  CD  et 
DA,  et  on  a  le  quadrilatère  demandé. 

• 

PROBLÈME. 

«54.  Étaùt  données  deux  circonférences  0  et  G,  on  propose  de 
leur  mener  une  tangente  commune. 

FiG.  46.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  BKH 
la  tangente  commune  demandée  ;  joignons  les  centres  0 
et  G  aux  points  de  contact  B  et  K,  les  rayons  OB  et  GK 
seront  parallèles  comme  étant  perpendiculaires  sur  la 
même  droite  BH.  Par  le  centre  G  menons  G  A  parallèle 
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à  BK,  la  figure  ÂBKC  sera  un  rectangle,  et  la  ligne  OA 
sera  égale  à  la  différence  des  rayons  OB  et  GK,  on  à 
lear  somme,  suivant  que  la  tangente  commune  BRH  sera 
extérieure  ou  intérieure,  de  sorte  que  si  du  point  0 
comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  on  décrit  une  cir- 
conférence, elle  sera  tangente  à  AC. 

Il  résulte  de  cette  analyse  la  construction  suivante  : 
du  centre  0,  de  la  plus  grande  des  deux  circonférences,  ^ 
avec  un  rayon  égal  à  la  différence  ou  à  la  somme  des 
deux  rayons,  on  décrit  une  circonférence.  Du  centre  de 
la  petite  circonférence  on  mène  des  tangentes  CA^et  CA 
à  la  circonférence  OA;  on  joint  OA  et  OA',  ces  lignes 
coupent  la  grande  circonférence  en  B  et  B'  ;  par  ces  points 
on  mène  des  parallèles  à  CA  et  CA^  on  obtient  ainsi  deux 
tangentes  communes  intérieures  et  deux  tangentes  com- 
munes extérieures. 

PROBLÈME. 

^.  Ëtant  données  deux  circonférences  0  et  0*,  on  propose  dp 
mener  une  ligne  qui  soit  tangente  à  0*,  et  sécante- à  0,  de 
telle  sorte  que  la  partie  comprise  dans  cette  dernière  circon- 
férence soit  d*ane  longueur  donnée  a. 

FiG.  47.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit 
KMN  la  droite  demandée,  on  aura  MN=«.  Du  point  0 
abaissons  OS  perpendiculaire  sur  HN,  et  décrivons  le 
cercle  OS,  toute  corde  CD  de  la  circonférence  0,  qui  sera 
tangente  au  cercle  OS,  sera  égale  à  HN,  et  par  suite  à  «  ; 
donc,  pour  résoudre  la  question,  il  faut  inscrire  dans  la 
circonférence  0  une  corde  CD=«,  décrire  le  cercle  01  • 
et  mener  les  tangentes  communes  à  ce  cercle  et  à  la  cir- 
conférence 0'. 
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Le  problème  géra  poBsible  toutes  les  fois  que  la  Ion- 
gQeur  donnée  •  ne  sera  pas  plus  grande  que  le  diamètre 
de  la  circonférence  0.  Lorsque  n  sera  égal  &  ce'dia*- 
mètr6|  il  y  aura  deux  solutions,  et  lorsque  •  sera  plus 
petit  que  œ  diamètre,  il  y  en  aura  quatre. 

PROBLim. 

«S6.  Déorire  une  ciroonférence  passant  par  deux  points  donnés 
A  et  B  et  ayant  un  rayon  donné  r. 

Fia.  48.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  G 
le  centre  du  cercle  demandé  ;  comme  le  cercle  doit  pas- 
ser par  les  points  A  et  B,  il  en  résulte  que  son  centre  est 
situé  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  de  AB, 
il  doit  être  d'ailleurs  distant  du  point  A  d'une  quantité 
égale  à  r/  donc  il  est  à  Tintersection  de  la  perpendicu- 
laire, dont  nous  venons  de  parler,  avec  la  circonférence 
décrite  du  point  A  comme  centre  avec  r  pour  rayon  ; 
comme  cette  circonférence  cpupe  la  perpendiculaire  HC 
en  deux  points  G  et  C,  il  en  résulte  que  ces  deux  points 
satisfont  à  la  question. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  le  rayon 
donné  r  soit  plus  grand  que  la  moitié  de  AB  ;  lorsque 
r  cs^«  le  centre  du  cercle  est  précisément  le  milieu  de 
AB,  et  il  n'y  a  qu'une  solution  ;  lorsque  r  est  plus  grand 
que  7,  il  y  a  deux  solutions. 

PROBLÈMB. 

^.  Déorire  une  ciroonférence  passant  par  un  point  donné  A, 
touchant  une  droite  donnée  PQ,  et  ayant  un  rayon  donné  r. 

Fie.  49.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  O 
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doit  iwi  tnmYet  à  la  fois  sur  la  eiroonrérenoe  décrite  du 
point  À  comme  centre  avec  r  pour  rayon ,  et  snr  nne 
parallèle  à  PQ  menée  à  une  distance  égale  à  r;  donc  le 
point  0  est  parfaitement  déterminé. 

Lorsque  la  distance  du  point  A  à  la  ligne  VQ=:2r,  il 
n*j  a  qu'nne  solution  ;  lorsque  cette  distance  est  ^âr,  * 
il  y  a  deux  solutions;  enfin  lorsqu'elle  est  >2f,  le  pro- 
blème est  impossible. 

•  SB«  Déciiie  une  circonférence  passant  par  un  point  donné  A» 
tangent  à  un  cercle  donné  0,  et  ayant  un  rayon  donné  r. 

Fio.  50.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soît  î 
le  centre  du  cercle  demandé,  et  R  le  rayon  du  cercle 
donné  0,  il  est  évident  que  le  point  I  est  à  Tintersèc** 
tion  de  deux  circonférences.  Tune  décrite  du  point  A 
comme  centre  avec  r  pour  rayon,  et  l'autre  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  R  4"r  pour  rayon. 

Pour  que  le  problème  soit  possible ,  il  faut  qu'on  ait 
àlafois  ladistanceOA<ï^+2r  etOA>R. 

•  99.  Décrire  une  circonférence  qui  touche  une  droite  donnée 
PQ,  une  circonférence  donnée  G,  et  qui  ait  un  rayon  donné  r. 

Pm.  51.  -^  Snppoiona  le  problème  résolu,  et  soit  O 
te  eentre  du  cercle  demandé,  il  est  évident  que  le  point 
O  se  tffOQfe  sur  «ne  eiroonféronoe  décrite  dn  point  G 
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comme  centre  avec  R  +  r  pour  rayon,  et  sur  une  paral- 
lèle à  PQ  menée  à  une  distance  égale  à  r;  donc  le  point  0 
est  parfaitement  déterminé. 

PROBLÈME. 

•60.  Décrire  un  cercle  de  rayon  donné  r  et  touchant  soit  une 
droite  donnée  PQ,  soit  une  circonférence  donnée  0,  en  un  point 
donné  A. 

FiG.  52.  —  Il  est  évident  que  si  la  circonférence  doit 
toucher  la  droite  PQ  au  point  A,  son  centre  se  trouvera 
sur  la  ligne  AG  perpendiculaire  à  PQ,  et  comme  le  rayon 
de  la  circonférence  demandée  doit  être  égal  à  r,  il  suf- 
fira, pour  avoir  le  centre  G,  de  prendre  sur  cette  perpen- 
diculaire une  distance  AG=r. 

Si  la  circonférence  demandée  doit  toucher  la  circon- 
férence 0  au  point  A,  son  centre  se  trouvera  sur  le  pro- 
longement de  OÂ,  et  à  une  distance  AG=r. 

PROBLÈME. 

•6i.  Décrire  un  cercle  de  rayon  donner  et  tangent  à  deux  droites 
données  AB^t  AG. 

Fie.  53.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  O 
le  cercle  demandé  ;  comme  ce  cercle  doit  être  tangent 
aux  deux  droites  AB  et  AG,'  il  en  résulte  que  son  centre 
doit  se  trouver  sur  la  bissectrice  AM  de  Tangle  formé 
par  ces  deux  droites  ;  d'ailleurs  il  doit  être  distant  de 
chacune  des  deux  droites  d'une  quantité  égale  à  r;  donc 
il  se  trouve  aussi  sur  une  parallèle  à  Tune  quelconque 
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de  ces  droites  menée  à  la  distance  r;  ce  centre  est  donc 
parfaitement  déterminé. 

PROBLÈME. 

•  €2.  Décrire  un  cercle  de  rayon  donné  r  et  tangent  à  deux 
circonférences  données  A  et  6. 

FiG.  54.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soient 
O  le  centre  du  cercle  demandé,  C  et  D  les  deux  points 
de  contact,  il  est  évident  que  le  point  O  se  trouve  sur 
deux  circonférences  décrites,  Tune  du  point  A  comme 
centre  avec  AC+r  pour  rayon,  et  l'autre  du  point  B  ' 
comme  centre  avec  BD  +r  pour  rayon  ;  donc  le  point  0 
se  irouve  à  l'intersection  de  ces  deux  circonférences. 

R  et  R'  étant  les  rayons  des  deux  circonférences  don- 
nées, lorsque  la  distance  des  centres  ABdes  deux  circon- 
férences données  sera  telle  qu'on  ait  AB=R+R'+2r, 
iln'y  auraqu'une  solution  ;  lorsque AB  sera  <R+R'+ 
2r  et>>R — R',  il  y  aura  deux  solutions  ;  enfin  lorsque 
AB  sera  >R  +  R'4-  2r,  le  problème  sera  impossible. 

PROBLÈME. 

63.  Décrire  un  cercle  qui  passe  par  un  point  donné  Â  et  qui 
touche  une  droite  donnée  PQ  en  un  point  donné  B. 

FiG.  55.  —  Le  problème  étant  supposé  résolu,  il  est 
facile  de  voir  que  le  centre  du  cercle  demandé  doit  se 
trouver  à  la  fois  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  mi- 
lieu de  la  droite  AB,  et  si»r  la  perpendiculaire  élevée  ' 
sur  PQ  par  le  point  B  ;  donc  il  est  à  l'intersection  de  ces 
deux  lignes. 
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PROBLEME* 


.  64.  Décrire  un  cercle  qui  passe  par  un  point  A  et  qui  touche 
une  circonférence  donnée  C  en  un  point  donné  6. 

Fm.  56.  —  La  problème  étant  supposé  résolu,  on  voji^ 
aisément  que  le  centra  dii  oerde  cherché  se  trouve  sur 
la  droite  CB  et  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  mi- 
lieu de  la  droite  AB. 

PaOBLËVB. 

•  W.  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  circonférence  donnée  C 
et  qui  soit  tangent  à  une  droite  donnée  PQ  en  un  point 
donné  A. 

FiG,  57.  -^  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  0 
le  centre  du  cercle  demandé,  on  voit  facilement  que  ce 
point  appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point 
A,  sur  la  droite  PQ  ;  pour  qu'il  soit  parfaitement  fixét  il 
suffit  de  connaître  une  autre  droite  sur  laquelle  il  soit 
situé;  or,  si  l'on  prend  sur  la  perpendiculaire  OA  une 
distance  AK  égale  au  rayon  de  la  circonférence  donnée 
C,  et  si  Ton  joint  CK,  le  triangle  OGK  sera  isocèle,  et 
par  conséquent  le  point  0  appartiendra  à  la  perpendi- 
culaire élevée  par  le  point  M,  milieu  de  CK  ;  donc  le 
point  0  est  parfaitement  déterminé  et  le  problème  est 
résolu. 

PROBLilUS. 

•M.  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  droite  donnée  PQ  et  qui 
touche  une  circonférence  donnée  G  en  un  point  donné  A. 

Fi6.  58.  —  Supposons  le  problème  résolut  9t  9oit  0 
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k  centre  da  œrcle  demandé  {  ce  point  se  trouve  lar  la 
droita  GA  qoi  joint  le  centre  du  cercle  donné  au  point 
de  contact  ;  de  pluë,  si  au  point  A  on  mène  la  tangente 
commune  AK,  le  cercle  cherché  devra  être  tangent  à 
AK  et  à  la  droite  donnée  PQ  ;  donc  son  centre  le  trouve 
auasi  sur  la  bissectrice  KO  dé  l'angle  AKQ  ;  le  point  O 
est  donc  parfaitemeiit  déterminé. 

THÉOBÈME. 

•67.  On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC,  on  prolonge  les  trois 
cMés  dans  le  mteie  sens  d'une  quantité  égale  au  cMé  AB  ûul 
triangle  équilatéral,  on  joint  les  extrémités  M,  N,  P»  et  on 
propose  de  faire  voir  que  le  triangle  MNP,  ainsi  fomé,  est 
équilatéral,  et  que  sa  surface  est  égale  à  sept  ibis  la  surface 
du  triangle  ABC. 

PiG.  59.  —  Les  trois  triangles  MAN,  PCN,  MBP 
sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
deux  côtés  égaux  ;  donc  MN=NP=PM  ;  donc  le  trian- 
gle MNP  est  équilatéral.  Les  triangles  MAQ  et  BAR 
sont  égaux;  donc  MQ=:BR,  et  comme  la  base  AN  du 
triangle  MAN  est  double  de  la  base  AC  du  triangle 
ABC,  il  s'ensuit  que  la  surface  du  triangle  MAN  est 
double  de  ABC,  etc.  ;  donc  enfin  le  triangle  MNPsc 
7ABC. 

THÉORÊHB. 

»6B.  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d*un  point  quel- 
conque de  la  base  d'un  triangle  isocèle  sur  les  deux  côtés  est 
constante  et  toiqours  égale  à  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Tune  des  extrémités  de  la  base  sur  le  côté  opposé. 

Fie.  60.  —  Soient  OK  et  OH  les  perpendiculaires 
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abaissées  d'un  point  quelconque  O  de  la  base  d'un  trian- 
gle isocèle  ABC,  BD  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met B  sur  le  câté  opposé,  il  faut  démontrer  qu'on  a 
0K-4-0H=BD;  menons  01  parallèle  à  AC,  on  aura 
OH=ID;  les  triangles  OBI  et  OBK  sont  égaux,  ils 
sont  rectangles,  ils  ont  OB  commun,  Tangle  KBO  = 
BOI;  donc  OK=:BI,  donc  enfin  OH +  OK=ID  +  BI 
=:BD;  c.  q.  f.  d. 

THÉORÈME. 

y  09.  Si  d*un  point  0,  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle  équila- 
téral,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  la 
somme  de  ces  perpendiculaires  est  égale  à  la  hauteur  du 
triangle  équilàléral. 

FiG.  61.  —  Première  solution.  Par  le  point  0  me- 
nons MN  parallèle  à  BG,  et  du  point  M  abaissons  MV 
perpendiculaire  sur  AC  ;  on  aura  d'abord  0H=  SP,  et 
comme  le  triangle  AMN  estéquilatéral,  on  aura  aussi, 
d'après  le  théorème  précédent,  OK  +  OI=:MV=AS; 
doncOH+OK+OI=SP4-AS=ÀP. 

Deuxième  solution.  Joignons  OA,  OB  et  OC,  on  aura 
le  triangle  ABG=AOB+AOG+BOG;  mais  le  triangle 
ABG  a  pour  mesure  ^XAP,  et  les  triangles  AOB,  AOG 
etBOG  ont  respectivement  pour  mesure  Ç  X  01,  v  X 
OK,  et  ?^  X  OH  ;  donc  on  a  «f  X  AP=?f  (OI+OK+ 
OH),  d*oà  AP=OI  +  OK,+OH. 
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THÉORiMB. 

i  70.  Par  le  point  M,  milieu  de  la  hauteur  d*un  triangle  quelcon- 
qae  ÂBG,  on  mène  une  parallèle  PQ  à  la  base  BG ,  par  les 
points?  et  Q  on  mène  sur  6C  les  perpendiculaires  PH  et  QK, 
et  on  propose  de  démontrer  que  le  rectangle  PQRH  est  équi- 
Talent  à  la  moitié  du  triangle  ABC. 

FiG.  62.  —  Le  triangle  APQ  a  pour  mesure  PQ  X 
^,  et  le  rectangle  PQHK  a  pour  mesure  PQ  X  MD; 
oomme  ÂM=MD,  il  en  résulte  que  le  rectangle  PQKH 
est  double  du  triangle  APQ.  Or,  les  triangles  BPH  et 
KQC'fiont  respectivement  égaux  à  APM  et  AMQ;  donc 
le  rectangle  PQKH=APQ +BPH  +QKC  =î  ABC. 

PaOBLÈMB. 

^  71.  Étant  données  une  circonférence  0  de  grandeur  et  de  posi- 
tion, une  droite  ÂB  de  grandeur  et  de  position,  et  une  courbe 
quelconque  XT  de  position  seulement,  mener  une  parallèle  à 
la  droite  ÂB,  de  telle  sorte  que  la  partie  de  la  parallèle  com- 
prise entre  la  circonférence  et  la  courbe  soit  égale  à  la 
droite  ÂB. 

FiG.  63.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  KH 
la  droite  demandée  ;  par  hypothèse  cette  droite  est  égale 
et  parallèle  &  AB.  Par  le  point  O  menons  OD  parallèle 
i  KH  ou  à  AB,  et  prenons  00'=HK  ou  AB,  joignons 
OK  et  O'H,  la  figure  OKHO'  sera  un  parallélogramme  ; 
donc  O'H  =  OK  ;  le  point  H  appartient  donc  à  la  fois  à 
la  courbe  XY  et  à  la  circonférence  décrite  du  point  O' 
eomnie  centre  ayec  un  rayon  O'H  égal  au  rayon  de  la 
circonférence  O,  il  est  donc  parfaitement  déterminé  ;  en 
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menant  par  ce  point  une  parallèle  KH  à  ÂB,  elle  satis- 
fera évidemment  à  la  question. 

Le  problème  est  susceptible  d'avoir  une  seconde  so-^ 
lution  H  K\ 

PHOBL&m. 

^72.  Construire  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  droites 
données  a,  b  et  c> 

En  désignant  par  x  la  quatrième  proportionnelle  cher- 
chée, on  doit  avoir  alby.clx. 

FiG.  64.  —  Première  solution.  On  tire  deux  droites 
indéfinies  faisant  au  point  O  un  angle  quelconque ,  on 
prend  sur  Tune  d'elles  0A=: a,  AB=&,  et  sur  l'autre 
droite  on  prend  OC=c  ;  on  joint  AG^  et  par  le  point  B 
on  mène  BD  parallèle  à  AG  ;  la  ligne  CD  sera  alors  égale 
km,  caronaOA:AB::OG:GDoua:&::o:GD.        ^ 

FiG.  65.  — Deuxième  solution.  Sur  une  droite  quel- 
conque OB  on  prend  OA=a,  AB=:&,  à  une  distance 
quelconque  de  OB  on  mène  une  ligne  PQ  qui  lui  soit 
parallèle,  on  prend  à  partir  d'un  point  P  quelconque  une 
distance  PG=c,  on  joint  OP  et  AG,  et  on  prolonge  ces 
lignes  jusqu'à  leur  rencontre  en  H,  on  joint  HB  qui 
coupe  PQ  en  K,  et  GK  est  égal  â  a^»  car  on  a  OA  :  AB  ;  : 
PG:GKbua:6::«:GK. 

FiG.  66.  —  Troisième  solution.  On  tire  une  ligne  quel* 
conque  BC»  à  partir  d'un  point  0,  on  prend  OB=:è, 
OG=:0;  par  le  pomt  O  on  mène  une  ligne  quelcopque 
sur  laquelle  on  prend  0A7=a^  on  fait  passer  une  circon- 
férence par  les  trois  points  A»  B,  C^  et  OH  est  la  qua- 
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triène  proportionoelle  demandée,  oar  on  a  OA:OB  :  : 
OC:OHoaa:6;;tf;OH. 

FiG.  67.  —  QtdOtnime  io/u(t'oti»  Par  un  point  O  quel* 
conque  on  mène  deux  lignes  OP  et  OQ  faisant  entre  elles 
on  angle  quelconque  ;  on  prend  à  partir  du  point  0  sur 
OQ  nnedistance  0B=&  {b  étant  la  plus  grande  des  deux 
lignes  ft  et  f)  et  une  distance  OC  =a  ;  on  prend  à  pattif* 
du  point  0  sur  OP  nnedistance  OÂ=a,  on  fait  passer 
onecirconférenee  par  les  trois  points  A,  B,  G  et  0H=3x, 
caroDaOA:OB::OC:OHoua:&;:c:x. 

pROBLim. 

t  n.  Construire  une  moyenne  proportionnelle  à  deux  droites 
données  a  et  5. 

FiG.  68.  —  Première  solution.  On  prend  sur  une 
droite  indéfinie  une  distance  AB =à  et  une  distance  BC 
=e,  sur  la  ligne  totale  AC  comme  diamètre  on  décrit 
une  droonférenoe  ;  au  point  B  on  mène  BH  perpandicur^ 
laire  sur  AG,  et  BH  est  la  moyenne  proportionnelle  de- 
mandée. 

Fi6. 69.  -—  Deuxième  sohUwn.  On  prend  sur  une  li- 
gne indéfinie  une  distanoe  ABc=a  (a>&)  et  une  dis^ 
tance  AC=:(;  sur  AB  comme  diamètre  on  décrit  un 
derniH^role  ;  au  point  G  on  éleva  GH  perpendiculaire 
sw  AB,  enjoint  AH  qui  est  la  moyenne  proportionnelle 
demandée. 

Fia.  70.  —  Troieième  sohuion.  Sur  une  ligne  indé-» 
finie  et  à  partir  d'un  point  0  on  prend  une  distance  OA 
ssA  et  une  dietance  OBssi/  par  lea  points  A  et  B  on 
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fait  passer  une  circonférence  quelconque,  et  du  point  0 
on  mène  à  cette  circonférence  une  tangente  OH  qui  est 
la  moyenne  proportionnelle  demandée. 


THÈORimS. 

^  74.  En  joignant  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés  d*un 
quadrilatère  on  obtient  un  parallélogramme. 

FiG.  71.  -—Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque, 
M,  P,  Q,  N  les  milieux  des  côtés,  il  faut  démontrer  que 
la  figure  MNPQ  est  un  parallélogramme  ;  on  tire  les  dia- 
gonales AG  et  BD,  les  lignes  MN  et  PQ  sont  parallèles 
comme  étant  parallèles  à  la  diagonale  BD,  les  lignes 
MP  et  NQ  sont  parallèles  comme  étant  parallèles  à  la 
diagonale  AC  ;  donc  MNPQ  est  un  parallélogramme. 

TUÉOBÈn. 

75.  Dans  tout  quadrilatère  le  point  de  rencontre  des  droites  qui 
joignent  les  milieux  des  côtés  oi^[X)sés  est  situé  au  mitieu  de 
la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

FiG.  72.  —  Soient  ABCD  un  quadrilatère,  PR  et  QS 
les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  et 
MN  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  ;  joi- 
gnons PQ,  QR,  RS,  SP,  PM,  MR,  RN  et  NP.  On  sait 
que  la  figure  PQRS  est  un  parallélogramme,  donc  PR 
et  QS  se  coupent  au  point  0  en  deux  parties  égales.  La 
figure  PMRN  est  aussi  un  parallélogramme,  car  PM  et 
NR  sont  parallèles  comme  étant  parallèles  à  AB,  et  PN 
et  HR  sont  parallèles  comme  étant  parallèles  à  une  même 
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droite  DC  ;  donc  PR  et  MN  se  coupent  au  même  point  0 
en  deux  parties  égales;  le  point  0,  milieu  de  la  ligne 
qui  joint  les  milieux  des  diagonales,  se  confond  donc  avec  * 
le  point  de  rencontre  des  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  cdtés  opposés  du  quadrilatère;  c.  q.  f.  d. 

THÉORÈHB. 

•  76.  Dans  un  trapèze,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diago- 
nales est  parallèle  aux  bases  et  ^le  à  la  demi-différence  des 


FiG.  73.  — Par  le  point  P^  milieu  du  cdté  BG,  on 
mène  une  parallèle  aux  bases,  elle  passera  évidemment 
par  les  points  M,  N  et  Q,  milieux  des  diagonales  et  du 
cAté  AD  ;  cela  posé ,  MP=^,  NP=^  ;  donc  MN=r 

THÉORÈME. 

^77.  Si  d*un  point  quelconque,  pris  sur  la  direction  de  la  diago- 
nale d'un  parallélogramme,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  côtés  de  ce  parallélogramme,  ces  perpendiculaires 
seroDt  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des  côtés. 

FiG.  74.  —  Soient  MP  et  MQ  perpendiculaires  sur 
les  côtés  CD  et  AD  du  parallélogramme  ABGD,  il  faut 
démontrer  qu'on  a  la  proportion  MP:MQ::AD:DC; 
par  le  point  B,  menons  BO  et  BI  parallèles  à  MP  et  MQ,  ' 
on  auraMP:BO::MD:BD,  MQ:BI::MD:BD,  d'où 
MP  :  BO  :  :  MQ  :  BI  ;  mais  les  triangles  BOG  et  BAI  sont 
semblables  ;  donc  on  a  BO:BI  :  :BG  ou  AD:  AB  ou  CD; 
donc  enBu  MP:MQ::AD:DC;  c.  q.  f.  d. 
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«78.  LeB  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  triangle  aux  mi- 
lieux des  c6tés  opposés  se  coupent  en  un  même  point  qu'on 
appelle  le  centre  de  gravité  du  triangle.  Ge  point  se  trouve 
sur  chaque  droite»  au  tiers  à  partir  de  la  base,  et  aux  deux 
tiers  à  partir  du  sonunet. 

Fio.  75.  —  Soient  GP  et  BN  les  droites  qui  joignent 
les  sommets  G  et  B  aux  milieux  des  côtés  opposés,  elles 
se  coupent  an  point  0;  joignons  ce  point  &  Q,  milieu  de 
PN  qui  est  parallèle  à  BC,  et  démontrons  que  la  ligne 
OQ  passe  par  M,  milieu  de  BG  et  par  le  sommet  A.  Les 
triangles  semblables  QON  et  BOM  donnent  QNiBBf  :  : 
0Q;0M,  les  triangles  semblables  POQ  et  MOG  don-* 
nent  PQ:MG::OQ:OM  ;  donc  QN:BM::PQ:MC; 
mais  QN=PQ;  donc  BM=MG;  donc  le  point  M  est  le 
milieu  de  BG  ;  en  joignant  le  point  A  an  point  Q,  milien 
de  PN ,  on  sait  que  cette  ligne  passe  par  M,  milieu  de 
BG;  donc  les  quatre  points  A,  Q,  0  et  M  sont  sur  une 
même  ligne  droite;  donc  les  trois  lignes  AM,  BN  et  GP , 
se  coupent  au  même  point  0  ;  de  plus  les  triangles  sem- 
blables BOM etNOQ donnent BO;ON : :BM :QN;  mais 
BM=2QN;  donc  B0=20N,  par  suite  ON=-îBN; 
le  théorème  est  donc  démontré. 

THÉORÈME. 

^  79. 1^  des  trois  sommets  et  du  centre  de  gravité  d'un  triangle, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  une  droite  extérieure,  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  est  moyenne 
arithmétique  entre  les  perpendiculaires  abaissées  des  8om« 
mets. 

Fi6.  76.  -^  Soient  AA',  BB'  CC  et  OCK  les  perpendi-- 
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Golaires  abaissées  des  sommets  et  du  centre  de  gravité 
d'un  triangle  ABC  sur  une  droite  extérieure  au  trian- 
gle XY.  Il  faut  démontrer  qu'on  a  00'=^^^^=tS?±^; 
menons  MM  perpendiculaire  sur  XY4  et  joignons  B'M  ; 
k  figure  AA'CC  étant  un  trapèze,  on  a  MM':=:^â^. 
Les  triangles  semblables  B'0''0'  et  VMiï  donnent  O'O' 
:MX::V0':VM;  mm  »0':»M:;BO:BM::2:3, 
AomOfOriMU!  :  ;  2 :  s,  d'où  aO''=;-MM'=^^.  On  a 

aussi  0(y:BK::0M:BM:;i:3,  d'où  OCy^a;  donc 
orO''+()(rŒO(y=AAai|ttcc:.  ^^  ^^  f^  ^^ 

PROBLÈME. 

•  ao.  Ëtant  donné  un  triangle  ÂBG,  on  propose  de  le  partager  en 
farois  parties  équivalentes  en  joignant  les  trois  sommets  à  un 
point  pris  dans  Tintérieur. 

FiG.  77.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  que  le 
point  0  satisfasse  à  la  question ,  le  triangle  BOG  étant  * 
le  tiers  de  ABC,  comme  ces  deux  triangles  ont  même 
base,  il  faut  que  la  hauteur  OJi=|ÂH,  de  même  il  faut 
que  0K=  j  OK,  etc.  ;  donc  le  point  0  se  trouve  à  Tin- 
tersection  de  deux  parallèles  à  BG  et  AC  menées  k  des 
distances  égales  à  |  AH  et  |  BK. 

Scolie.  Le  point  0  n'est  pas  autre  chose  que  le  cen- 
tre de  gravité  du  triangle  ABG. 

PaOBLÈMB. 

•  91.  Etant  donné  un  angle  0,  trouver  le  lieu  géométrique  des 
points,  tels  qtt*en  abaissant  de  ces  points  des  perpendiculaires 
sur  les  deux  cAtés  de  Panglè,  ces  perpendiculaires  soient 
entre  elles  dans  un  rapport  donné  m  :  n. 

Fi6.  78.  «~  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  G 
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nn  point  quelcoDque  du  lieu,  on  doit  avoir  GAlCB:: 
MtN.  Si  par  le  point  G  on  mène  une  ligne  PCQ  qui  fasse 
un  triangle  isocèle  OPQ,  les  deux  triangles  AGP  et  BGQ 
seront  semblables ,  et  on  aura  la  proportion  AGiGB:: 
GP:GQ,  d'où  GP:GQ::m:n;  donc  le  point  G  est  un 
point  de  la  base  d'un  triangle  isocèle  formé  avec  les  deux 
côtés  de  l'angle  donné  0,  et  ce  point  est  tel  qu'il  divise 
cette  base  en  deux  parties  proportionnelles  à  m  et  n. 

Ainsi,  pour  avoir  le  lieu  demandé,  on  prend  0P[= 
OQ,  on  joint  PQ,  on  divise  cette  ligne  de  manière  qu'on 
ait  GP:GQ::inIn,  on  joint  lepointG  au  pointO,  etia 
ligne  OG  est  le  lieu  demandé,  comme  il  est  facile  de  le 
démontrer. 

PROBLÈME. 

•  82.  Étant  données  trois  droites  AB,  MN  et  PQ  de  grandeur  et  de 
position,  on  propose  de  trouver  un  point  0,  tel  qu'en  le  joi- 
gnant aux  extrémités  de  ces  trois  droites  on  forme  trois 
triangles  équivalents  OAB,  OMN  et  OPQ. 

FiG.  79.  —  Supposons  que  le  point  0  satisfasse  à  la 
question,  et  abaissons  de  ce  point  sur  les  trois  droites  les 
perpendiculaires  OH,  OK  et  OS  ;  la  surface  du  triangle 
OAB  sera  ^  X  OH,  celle  du  triangle  OMN  sera  ^''x 
OK,  et  celle  du  triangle  OPQ  sera  ^+0S,  de  sorte 
qu'on  aura  ^  X  0H=^  X  OK,  ^  XOK  =  ?  X  OS, 
oubienOH:OK::MN:AB,OK;OS::PQ:MN. 

Si  donc  on  prolonge  AB  et  MN  jusqu'à  leur  rencontre 
en  G,  le  point  O  appartiendra  au  lieu  géométrique  des 
points,  tels  que  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces 
points  sur  les  deux  cAtés  de  l'angle  G  soient  dans  le  rap- 
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pcMl  des  deux  lignes  données  HN  et  AB.  De  même  si 
ion  prolonge  MNet  PQ jusqu'à  leur  rencontre  en  D,  le 
point  O  appartiendra  au  lieu  géométrique  des  points, 
tels  qne  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur 
les  deux  c6^s  de  Tangle  D  soient  dans  le  rapport  des 
deux  lignes  données  PQ  et  HN  ;  donc  le  point  0  est  à 
l'intersection  de  ces  deux  lieux  géométriques. 

LBMKS* 

•S3.  Étant  donnée  une  droite  AB,  il  est  impossible  de  trouver 
sur  cette  droite,  ou  sur  le  prolongement  de  cette  droite, 
deux  pointai  dont  les  distances  aux  extrémités  de  cette  droite 
•oient  proportionnelles  entre  elles. 

FiG.  80.  — Car  soient  G  et  D  ces  deux  points,  on 
aura  AC;BC  :  :  ADiDB,  ou  bien  AC— BC;  AD— DB  :  : 
AC:AD,  ou  AB:AB::AC:AD;  donc  il  faut  que  AG= 
AD,  et  par  conséquent  que  les  deux  points  G  et  D  ne 
forment  qu'un  seul  et  même  point. 

THÉORÈHE. 

•84.  Étant  donnés  deux  polygones  ABCD  et  A'B'C'D'  ayant  leurs 
côtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  on  demande  da 
prouver  que  les  droites  AA'  Bff  GG'  etc.,  qui  joignent  les  som- 
mets homologues  de  ces  polygones,  vont  se  couper  en  un 
même  point  S. 

Fio.  81 .  —  D'abord  il  est  évident  que  les  deux  droites 
AA  VS  vont  se  couper  en  un  point  S;  ou  aura  donc  SA 
:SA::SB:SB'::AB:AB'.  supposons  maintenant  que 
la  droite  SG  ne  rencontre  pas  SB  au  point  S,  mais  en 
an  antre  point  S^,  on  aura  alors  S'B:S^K::S'G:S'C:: 
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BG;VG'.  D'ailleurs  les  polygones  ABCD  et  A'VCV 
étant  semblables,  on  a  AB:A'B'::BC:B'C;  donc  on  a 
SB:SB'::9'B:S'B';  donc  il  faudrait  que  sut  le  proloii-^ 
gemetit  de  Bff  on  pût  trouver  deux  points  S  et  S^  dont 
les  distances  aui  points  B  etB'  fussent  proportionnelles, 
0e  qtii  est  impossible  \  donc  CC  doit  rencontrer  BB'  en 
S,  etc.  ;  c.  q.  /«  â. 

THÉORÈME. 

#85.  On  prend  un  point  quelconque  sur  le  plan  d*un  polygone 
ABGD,  ofi  le  joitit  à  tous  les  sommets,  et  on  prolonge  ces  lignes  ' 
de  jonction  de  quantités  AA'  BB',  etc. ,  proportionnelles  aux 
distances  OA,  OB,  etc.  ;  puis  on  joint  A'B',  B'C,  etc.,  et  on 
propose  de  démontrer  que  le  polygone  A'B'CD',  ainsi  formé, 
est  semblable  au  polygone  ABCD. 

FiG.  82.  —  Par  hypothèse  on  a  êî^=S|=§g=8g;;  il 
résulte  de  là  que  les  triangles  AOB,  BOG,  COD«  DOA 
sont  respectivement  semblables  aux  triangles  A'Off^ 
B'OC,  C'OD',  D'OA'  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels;  donc  les  lignes  AB,  BC, 
CD  et  DA  sont  parallèles  à  A!f(,  B'C\  CD'  et  D'A';  et 
on  a  évidemment  rs»=^=^i  etc.  Les  polygones 
ABCD  et  A'B'G'D'  ont  donc  à  la  fois  les  angles  égaux 
et  les  eôtés  homologues  proportionnels  ;  donc  ils  sont 
seâiblables. 

THÉORÈME. 

f  86.  Si  l'on  coupe  les  trois  côtés  d*un  triangle  ou  leurs  prolon* 
gements  par  une  transversale,  on  détermine  six  segments 
tels,  que  le  produit  de  trois  segments  n'ayant  aucune  extré- 
mité commune,  est  égal  au  produit  des  trois  autres. 

FiG.  83.  •*— Soit  ABC  un  triangle  coupé  par  la  trans- 
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Tenais  MPQ,  il  faut  démontrer  qu'on  a  MBxGQX  AP 
2±AM  XBQxPC.  Menons  CK  parallèle  à  AB,  les  trian- 
gles semblables  MBQ  et  CKQ  donnent  MB:CR::BQ: 
CQ,  et  les  triangles  semblables  AMP  et  PCK  donnent 
AM:CK::AP;PC;  d'où  CK=?^etCK=^^; 
done  %^=:i!>^,  d'où  MBxCQxAP^aAMxBQ 
XPC;  Cé  q.féd. 

Réciproquement,  si  trois  points  M^  P  et  Q  détermi^ 
nent  ^r  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  ou  sur  leurs  pro«« 
longements,  six  segments  tels,  qu'on  aitMBxCQX 
APrsAMxBQxPCf  ces  troii  points  sont  en  ligne 
èroite. 

En  effet,  joignons  QP  et  supposons  ^ue  oette  lignt 
reoeontre  le  côté  AB  en  un  point  M'  différent  de  M  )  d'à' 
près  la  ptoposition  directe  on  aurait  M'BxGQxAPas 
AirXBQxPC.  En  Combinant  cette  égalité  avec  l'by^ 
pothèee,  il  vient  vB=iap*  ^^^  proportion  est  fausse  parce 
^e  kl  premier  rapport  est  <  1,  tandis  que  le  second  est 
>  1 ,  donc  la  ligne  PQ  doit  rencontrer  le  côté  AB  en  M  i 
e.  q.  f.  d. 

THÉORÉMB. 

91.  Si  un  polfit  0  est  situé  dans  riotérieur  â*un  triangle  AbC, 
et  H  on  le  joint  aux  trois  sommets»  on  détermine  sur  les  côtés 
du  triangle  six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  d'entre 
eux  n'ayant  aucune  extrémité  commune,  est  égal  àU  produit 
des  trois  autres. 

FiG.  84.  —  Il  faut  démontrer  qu'on  a  BMxCQX 
Ap2:=AMxBQxGP.  Le  triangle  ABQ  est  coupé  pAr  la 
transversale  MOG,  on  a  donc  BMxCQx  AO=AMX 
BGxOQ.  Le  triangle  AQC  est  coupé  par  la  transter*- 
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•aie  BOQ,  on  a  donc  BQXCPX  AO  =  BC  X APxOQ; 

multipliant  ces  deux  égalités  terme  à  terme,  il  vient  BM 
XCQXAOXBCXAPXOO  =  AMXBCXOQXB9 
CPxAOouBMxCQXAP=AMxBQxCP;c.î./'.d. 

Réciproquement,  si  trois  points  M,  P  et  Q  détermi- 
nent sur  les  trois  cdtésd'un  triangle  ABC  six  segments 
tels,  qu'on  ait  BMxCQxAP  =  AMXBQX  CP,  et  si 
on  les  joint  aux  sommets  opposés ,  les  trois  droites  de 
jonction  se  '  'upenten  un  point  0  situé  dans  l'intérieur 
du  triangle. 

En  effet,  joignons  BP  et  CM,  ces  deux  lignes  se  cou- 
pent au  point  0  ;  joignons  ce  point  au  sommet  A,  et 
prouvons  que  la  ligne  âO  rencontre  BC  au  point  Q. 
Supposons  que  AO  rencontre  BC  en  Q',  d'après  la  pro- 
position directe  on  aura  BMxCQ'xAP=  AMxBQ' 
XCP.  En  combinant  cette  égalité  avec  l'hypothèse,  il 
vient  ^=^,  proportion  fausse,  puisque  le  premier 
rapport  est  <  1 ,  tandis  que  le  second  est  >  1  ;  donc  AO 
rencontre  BC  en  Q,  et  le  théorème  est  démontré. 

Corollaires.  V  Les  perpendiculaires  élevées  par  les 
milieux  des  trois  côtés  d'un  triangle  se  coupent  au  même 
point  ;  2^  les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un 
triangle  aux  milieux  des  côtés  opposés  concourent  en  un 
même  point;  3^  les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  cou- 
pent au  même  point  ;  4^  les  trois  bissectrices  des  angles 
d'un. triangle  se  coupent  au  même  point. 

Scolie.  Nous  venons  de  voir  qu'en  joignant  un  point 
O  pris  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC  aux  trois  som- 
mets, et' en  prolongeant  ces  lignes  de  jonction,  on  avait 
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la  relation  BMxCQxÂP=AMxBQxCP.  Tirons 
maintenant  la  ligne  MQ,  et  proIongéons-la  jusqu'à  la 
rencontre  de  AC  en  K.  La  transversale  MQK,  rencon- 
trant les  trois  câtés  du  triangle  ABC,  ou  leurs  prolonge- 
ments, donnera,  d*après  un  théorème  connu,  BM  X  CQ  X 
AK  =  AM  X  BQ  X  CK.  Divisant  membre  à  membre  ces 
deux  égalités,  il  vient  j^=g£,  ou  AKxCP=APxCK. 

Ce  résultat  étant  indépendant  des  distances  BM  et  BQ, 
qui  filent  la  position  de  la  transversale  MQK,  démontre 
que,  si  d'un  point  donné  K  on  mène  autant  de  transver- 
sales que  Ton  voudra  qui  coupent  les  côtés  d'un  angle 
donné  B,  les  droites  MC  et  AQ,  qui  joignent  récipro- 
quement les  points  de  section,  se  coupent  deux  à  deux 
sur  une  même  droite  BOP,  passant  par  le  sommet  de 
l'angle  et  partageant  avec  les  côtés  AB  et  CB  chaque 
transversale,  telle  que  KA,  en  quatre  segments  AK,  AP, 
PC  et  CK  tels,  que  le  produit  de  la  transversale  entière 
par  le  segment  moyen  est  égal  au  produit  des  segments 
extrêmes;  autrement  dit,  les  quatre  segments  sont  en 
proportion  harmonique. 

Nous  allons,  à  l'aide  de  cette  propriété,  résoudre  ce 
problème  :  mener  par  un  point  donné  P  une  droite  qui 
concoure  au  même  point  que  deux  droites  données  AB 
et  CB,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  prolonger  les  deux 
droites  jusqu'à  leur  point  de  concours  B. 

Pour  cela,  menons  par  le  point  P  une  sécante  quel- 
conque APC  qui  coupe  les  deux  droites  en  A  et  C,  dé- 
terminons sur  cette  sécante  un  point  K  tel,  que  la  ligne 
AK  «oit  divisée  en  parties  harmoniques,  c'eslr-à-^lire, 
tel  qu'on  ait  AK  !  CK  :  :  AP  :  PC .  Par  le  point  K  menonf 
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tttiesécanleqnebwiiqueKQMrencoQlrant  les  deoK  dioitoi 
données  en  Q  et  M  ;  joignons  enfin  AQ  et  CM  ;  ces  deux 
droites  se  coupent  en  un  point  0  qui  appartient  à  la 
droite  qui  joint  le  point  P  au  point  de  concours  B  des 
deux  droites  données  {  car  d'après  ce  que  nous  avons  va, 
la  droite  BO,  devant  diviser  la  ligne  AK  harmonique* 
ment,  doit  nécessairement  passer  par  le  point  P. 
Seoliê.  De  la  relation  AKxCP=APxCK  ou  ^ 

=  çp^on  tire  ïkTck=âph::cp'^^^  1  +  ^  ^ 
suppose  que  le  point  K  s'éloigne  indéfiniment  du  point 
Ç»  le  rapport  ^  tendra  à  se  rapprocher  de  l'unité  » 
et  à  la  limita  on  aura  î=x&i  d'où  AP=fAC;  mais 
alors  les  transversales,  telles  que  AGK,  sont  parallèles; 
on  en  conclut  donc  que,  si  on  mène  autant  de  parallèles 
qu'on  voudra  à  l'un  des  côtés  d'un  triangle,  les  droites 
de  jouption  réciproque  des  points  de  section  se  coupe-^ 
ront  toutes  deux  à  deux  sur  la  droite  qui  joint  le  milieu 
du  côté  avec  le  sommet  opposé. 

TUÉOHilIB. 

iS,  Les  tangentes  communes  extérieures  à  deux  circonféreiieis 
se  eoupent  en  un  même  point  H,  situé  sur  la  ligne  des  cen- 
tres, et  le  point  H  est  appelé  centre  de  similitude  externe. 

FiG.  46.  —  Supposons,  en  effet,  que  l'une  des  tan- 
gentes extérieures  communes  rencontre  la  ligne  des  cen- 
tres au  point  H,  et  que  l'autre  la  rencontre  au  point  ET  ; 
d'après  la  construction,  CA  etCA'  étant  parallèles  à  BH 
et»ir,onauraitOH:CH::OB:BAî:R:rOir:Cir:: 
OB':B'A'::R:r/  d'oùOH;CH::Oir:Cff.  II  faudrait 
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W  pAt  trouva?  deu  pointai  H  §(.  B"  tels.  qM  Iwm 
distances  aux  points  0  et  G  ftisseiit  prppcartipnnfiUei  etir- 
tare  elles,  ce  qui  est  impossible  ;  donc  les  points  H  et  IT 
se  confondent,  et  le  th^qr^niQ  ç^t  démontré. 

On  appelle  rayon  de  similitude  externe  la  distance  qui 
sépare  le  centre  delà  piqs  grande  des  deux  circonférences 
du  point  de  rencontre  des  tangentes  extérieures  oomo^u- 
nes;  calculons-le  :  les  triangles  semblables  OGÂ  et  HOB 
ddBDentOC:OÂ::HO:OB,  oud:R— r::HO:B;  d'où 

T^ORÈME. 

19.  Lef  tangentes  inMrieures  communes  à  deux  eirconféranoes 
se  coupent  en  un  même  poiat  situ^  sur  la  ligne  des  ceotiei ^ 
et  ce  point  est  appelé  centre  de  similitude  interne. 

Fi6.  46.  -^  Supposons,  en  eifetf  que  l'une  des  tan- 
gentes intérieures  communes  rencontre  |a  ligne  des  cen- 
tres au  point  H,  et  que  l'autre  la  rencontre  en  H'  ;  d'a- 
près la  construction,  CÂ  et  G  A'  étant  parallèles  à  HB 
etHB',onauraHO;HC::OB:BA;:R;r.jrO;H'C:; 
OBr:B'A'::TR:r/  d'où  HO:HG::H'0;ffG;  il  faudrait 
donc,  pouv  que  les  points  HetH'  fussent  différents,  qu'on 
pût  trouver  sur  la  ligne  des  Centres  OG  deux  points 
H  et  HT  tels,  que  leurs  distances  aux  points  0  et  G  fussent 
proportionDelles  entre  elles,  ce  qui  est  impossible;  donc 
H  et  ET  se  confondent  ;  e.  q.  f.  d. 

On  appelle  rayon  de  similitude  interne  la  distance 
qui  sépare  le  centre  de  la  plus  grande  des  deux  cireon- 
ttreocei  du  point  de  rencontrfdes  tangentes  intérîeiFes 
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commones;  calcalom-le  :  les  trîangles  HBO  et  OCA 
sont  semblables;  dooc  od  a  HO:OC::OB:OA,  ou  HO 
il::R:R+r/d'oàHO=g^î. 

THÉORÉIIB. 

90.  Les  trois  centres  de  similitude  externe  de  trois  circon- 
férences données  G,  0  et  1  sont  situés  sur  la  même  ligne 
droite. 

FiG.  85.  —  Désignons  par  R,  r  et  r  les  trois  rayons, 
et  posons  OC=d,  01= A,  CI=ft;  pour  prouver  que 
les  trois  centres  de  similitude  externe  A,  A'  et  A"  sont 
en  ligne  droite,  nous  allons  démontrer  qu'ils  détermi- 
nent sur  les  prolongements  des  côtés  du  triangle  OCI, 
où  ils  sont  situés,  six  segments  tels,  qu'on  ait  CAXIA' 
X0A"=0AXIA''XCA'.  Or,  CA=^^,  oA^=û^, 
IA=CA-CI=j^~ft=£l„  et  CA  =sl^,  oÀ 
=CA— 0C=^— (1=^;,  IA"=OA''— 01=  ^^ 

— ^— Tz^y- 

En  effectuant  les  calculs  on  reconnaît  qu'on  a  bien 
CAXIA'X0A''=0AXIA''XCA;  donc  les  trois  points 
A,  A'  et  A""  sont  en  ligne  droite. 

THÉORÈMB.        -^ 

91.  I^es  lignes  qui  joignent  les  centres  de  similitude  interne  de 
trois  circonférences  données  G,  0, 1  aux  centres  de  ces  cir- 
conférences, se  coupent  en  un  même  point  H. 

FiG.  85.  — Soient  A,  A  et  A''  les  trois  centres  de 
similitude  interne  ;  ces  trois  points  sont  situés  sur  les 
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tMs  du  triangle  OCI  qa'on  obtient  en  joignant  deux  à 
deax  les  centres  des  circonférences;  donc  ponr  démon- 
trer le  théorème  il  suffit  de  prouver  qu'on  a  CAxOÂ" 
XIA'  =  A0XA''IXA'C.  Or,  CA=^^^,  0A"'=^^, 
IA'=CI— A'C=fc— ^=i^,  et  AO=OC— CA 
=  <'-feî  =  éF,A1=0I-0A'=*— it^=J^. 

Ali — îj^iTS. 

En  effectuant  les  calculs  on  reconnaît  qu'on  ^  bien 
CAxOA''xIA'  =  OAxA''IXA'C;  donc  le  théo- 
rème est  démontré. 

THÉORÈME. 

92.  Les  extrémités  de  deux  droites  qui  se  coupent  en  parties 
réciproquement  proportionnelles  sont  sur  une  même  cir- 
conférence. 

FiG.  66.  —  Soient,  par  exemple,  les  deux  droites 
AH  et  BG  qui  se  coupent  au  point  O  en  parties  récipro- 
quement proportionnelles ,  c'est-à-dire  telles  qu'on  ait 
AO:OB::OC:OH;  il  faut  démontrer  que  les  extrémi- 
tés A,  H,  B  et  G  de  ces  deux  droites  sont  sur  une  même 
circonférence. 

En  effet,  si  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois 
points  A,  B  et  H  ne  passait  pas  par  le  point  G,  elle  coupe- 
rait BC  en  un  point  K  différent  de  G ,  et  en  vertu  de  ce 
que  Ton  sait  relativement  aux  cordes  qui  se  coupent  dans 
on  cercle,  on  aurait  AOx  011= OBxOK;  mais  par 
hypothèse  on  a  AOxOH  =:OBxOG  ;  on  aurait  donc 
OBxOK=OBxOG,  et  par  conséquent  0K=OG,  ce 
qui  est  absurde. 
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95.^6i  deux  lignes  OA  et  OB  sont  coupées  aux  points  H  et  G,  ée 
manière' qu^OD  ait  OAxOH=OPxOG,  les  quatre  peints 
Â,  H,  G  et  B  sont  sur  une  même  circonférence. 

FiG.  67.  -^  Car  si  In  circonférence  qui  passe  par  les 
trois  points  H,  G  et  B,  coupait  OA  en  K,  on  aurait,  ainsi 
qu'on  le  sait,  OK  X  OH=OB  X  OC  ;  mais  par  hypothèse 
on  a  OAxOH=OBxOC ,  on  aurait  donc  OR  X  OB 
==0AX0H,  ou  OK=OA,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à 
moins  que  les  points  K  et  A  ne  se  confondent;,  c'est-à- 
dire  à  moins  que  les  quatre  points  A,  H,  G  et  B  ne 
soient  sur  une  même  circonférence. 

THÉORÉMB. 

94.  Si,  dans  un  triangle,  un  des  côtés  est  moyen  proportionnel 
entre  un  autre  eôté  et  le  segment  de  ce  côté  adjacent  au  pre- 
mier, et  déterminé  par  Ja  perpendiculaire  abaissée  sur  ce 
dernier  côté  du  sommet  opposé,  le  triangle  est  rectangle. 

FiG.  60.-»Seit  par  exemple  le  triangle  AHB,  dans 
lequel  on  a  AB  ;  AH  :  :  AH  :  AC,  il  faut  démentriF  que  œ 
triangle  est  rectangle. 

En  eflet,  il  résulte  de  l'hypothèse,  et  parce  que  Tani- 
gle  A  est  commun  aux  deux  triangles  AHB  et  AHC,  que 
ces  triangles  ont  un  angle  égal  compris  entre  câtés  pre-> 
pertionnels  \  donc  ils  sont  semblables  ;  mais  comme  le 
triangle  AHC  est  rectangle,  il  s'ensuit  que  le  triaq|le 
AHB  l'est  aussi. 
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95.  Si  dans  un  triangle  AHB,  dans  lequel  HC  est  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  H  sur  le  cdté  opposé,  on  a  la  rela- 
tion AH*  :  râ^  :  Aff  :  :  âG  :  CB  :  âB,  le  triangle  est  rectangle. 

Fi«.  69*  —  En  effet,  de  l'hypothèse  il  résqlte  la 

proportion  AHVhB*:AB*::AC+CB:AB;  or,  AC^- 

CB=AB;donc  AH'+HB*=AB*,  propriété  qui  n'ap- 
partient qu'an  triangle  rectangle. 

THÉOBÂMB. 

96.  On  donne  un  triangle  rectangle  ÂBG,  on  construit  les  car- 
rés sur  rbypothénuse  et  sur  les  deux  côtés  de  Tangle  droit, 
et  on  propose  de  démontrer  que  les  trois  points  M,  Â  et  N 
aont  en  ligne  droite. 

Fm.  80.  —  En  effet,  les  angles  BAD  et  CAH  aont 
égani  comme  droits,  ils  sont  de  plus  opposés  par  le 
sommet  ;  donc  la  ligne  AM  bissectrice  de  Tangle  BAD 
est  le  prolongement  de  la  ligne  AN  bissectrice  de  l'an- 
gle CAH;  dope  les  points  M,  A  et  N  sont  eiHigife  droite; 
c.  q.  f.  d. 

TPteOÈIfS. 

97.  On  donne  un  triangle  rectangle  ABC,  on  construit  les  car- 
rés sur  les  trois  côtés,  et  on  propos  de  démontrer  que  les 
lignes  CM,  EN,  et  la  perpendiculaire  AS,  abaissée  du  sommet 
de  Tangle  droit  sur  rbypothénuse,  se  coupent  en  un  même 
point  0. 

Fm.  86.  —  Soient  P,  Q  etS  les  pointe  oà  U»  trois 
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lignes  CM,  BIN  et  AS  rencontrent  les  trois  côtés  du  trian- 
gle ;  -il  sera  démontré  que  ces  trois  lignes  se  coupent  en 
un  même  point  O,  si  l'on  prouve  que  les  six  segments 
AQ,  QC;  AP,  BP,  ES  et  SC  sont  tels  qu'on  ait  AQ  X 
CSXBP=QCXSBXAP. 

Or,  les  triangles  BAQ  et  QNC  sont  semblables  ;  donc 
AQ:QC::AB:CNouAC,d'oùAQxAC=ABxQC(l). 
Les  triangles  semblables  BMP  et  APC  donnent  BPlAP 
::MB  ou  AB:AC,  doù  BPX  AC=APxAB  (2).  En6n, 

on  a  BS:SC:  : AB*: A?,  d'où  CSX  AB*=BSxAC'  (3). 
Multipliant  les  égalités  (1),  (2)  et  (3)  terme  à  terme, 
il  vient  AQXBPXCS  =  QCXAPXBS;  c.  q.  f.  d. 


THÉORÈME. 

98.  Dans  un  triangle  ABC,  si  l'angle  À  est  aigu,  le  carré  du  côté 
opposé  à  Tangle  aigu  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés,  moins  deux  fois  un  rectangle  ayant  pour  base 
le  côté  sur  lequel  on  abaisse  une  perpendiculaire,  !et  pour 
hauteur  la  distance  qui  sépare  le  pied  de  la  perpendiculaire 
du  sommet  de  Tangle  aigu. 

FiG.  87.  —  Ainsi  il  faut  démontrer  qu'on  a  BC  = 

AbVaC*— 2ABXAH. 

Faisons  les  constructions  indiquées  sur  la  figure  ;  le 
triangle  CBV,  moitié  du  rectangle  BHIV,  est  égal  au 
triangle  ABM,  moitié  du  rectangle  BQNM  ;  donc  le  rec- 
tangle BHIV  =  BQMM.  On  prouverait  de  la  même  ma- 
nière que  le  rectangle  OCRK=QNPC;  il  suffit  donc 
de  démontrer  que  le  rectangle  AHIT,  qui  a  pour  mesure 
ABX  AH,  est  équivalent  au  rectangle  AOKS.  Pour  cela 
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on  remarque  que  le  triangle  CAT,  moitié  de  AHIT,  est 
égal  au  triangle  BAS,  moitié  de  AOKS  ;  donc  le  théo- 
rème est  déuiontré. 

THSOailfE. 

99.  Dans  un  triangle  ABC,  si  Tangle  Â  est  obtus,  et  que  du  som- 
met B  on  abaisse  sur  AG  la  perpendiculaire  BH,  on  aura  BC* 

=  AB«-hAC«-h2ACXAH. 

Fie.  88.  —  Faisons  les  constructions  indiquées  sur 
la  figure  ;  le  triangle  ACV,  moitié  du  rectangle  RCVS, 
est  égal  au  triangle  BCM ,  moitié  du  rectangle  HCMI  ; 
donclerectangleRCVSestéquivalentaurectangleHCMI. 
Le  triangle  ABT,  moitié  du  rectangle  BTSR ,  est  égaU 
an  triangle  CBK,  moitié  du  rectangle  BODK  ;  donc  le 
rectangle  BTSR  est  équivalent  au  rectangle  BODK.  U 
suffit  donc  de  démontrer  que  le  rectangle  AHIN,  qui  a 
pourmesureAC  X  AH,  est  équivalent  au  rectangle  APDO. 
Pour  cela,  on  remarque  que  le  triangle  BAN,  moitié  du 
rectangle  AHIN,  est  égal  au  triangle  CAP,  moitié  du 
rectangle  APDO;  donc  les  deux  rectangles  AHIN  et  APDO 
sont  équivalents,  et  le  théorème  est  démontré. 

PROBLÈME. 

•100.  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés 
A  et  B  et  qui  touche  une  droite  donnée  CD. 

FiG.  89.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  O 
le  centre  de  la  circonrérence  demandée,  et  K  le  point  de 
contact  de  cette  circonférence  avec  la  droite  CD.  Joignons 
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kt  deux  points  A  et  B,  et  prolongeons  cette  ligne  jus- 
qu'à sa  rencontre  avec  CD  en  G.  D'après  un  théorème 
connu,  CK  est  moyenne  proportionnelle  entre  CB  et  CA, 
qui  sont  des  lignes  connues;  donc  pour  résoudre  le  pro- 
blème il  suffit  de  joindre  les  deux  points  A  et  B,  de 
prolonger  cette  ligne  jusqu'à  sa  rencontre  avec  CD  en  C, 
de  chercher  une  moyenne  proportionnelle  entre  CA  et 
CB,  de  prendre  sur  CD,  à  partir  du  point  C,  une  distance 
CRégaleàcettemoyenne proportionnelle,  etenfin  de  faire 
passef  une  circonférence  par  les  troiil  points  ky  B  et  K. 

PROBLÈME. 

^f  Oi .  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés 
A  et  B  et  qui  touche  une  circonférence  donnée  I. 

Fm.  do.  -^  Supposons  le  problème  résolu,  et  iH)it  K 
le  point  de  contact  de  la  circonférence  demandée  O  avee 
la  circonférence  donnée  I.  Tirons  la  droite  AB,  et  pro^ 
longeon^la  jusqu'à  sa  rencontre  en  H  avec  la  tangetfte 
commune  menée  par  le  point  K.  Si  nous  menons  par  lé 
point  H  une  sécante  quelconque  HDC  à  la  circonférence  I, 

on  aura  à  la  fois  HK*=HCxHD  et  Hir=HBXHA, 
d'où  HC;HB::HA:HD  ;  ce  qui  prouve  que  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D  appartiennent  à  une  même  circonfé- 
rence. Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  il  faut  décrire 
une  circonférence  quelconque  passant  par  les  points  A 
et  B,  et  coupant  la  circonférence  donnée  en  deux  points 
C  et  D,  tirer  les  cordes  AB  et  CD,  et  les  prolonger  jus-- 
qu'à  leur  rencontre  en  H,  mener  par  ce  point  des  tan**- 
gentes  HK  et  HK'  à  la  circonférence  donnée.  Les  points 
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K  et  K'  Seront  les  dem  points  de  eontaet,  et  il  n'y  aura 
plus  qu'à  faire  passer  une  circonférence  par  les  trois 
points  A,  B,  K,  ou  par  les  trois  points  A,  B,  K\  On  aura 
ainsi  deux  circonférences  qui  répondront  à  la  question, 
somme  il  est  facile  de  le  démontrer. 

PkÔBLÈKfe. 

•  iQ2.  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  un  point  donné  Â 
et  qui  touche  deux  droites  données  ilN  et  PQ. 

Fio.  91.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  O 
le  centre  de  la  circonférence  demandée*  Prolongeons  les 
droites  MN  et  PQ  jusqu'à  leur  rencontre  en  C.  Gomme 
la  eifoonférencé  O  doit  être  tangente  à  ces  deux  droites, 
il  en  résulte  que  son  centre  est  situé  sur  la  bissectrice 
CK  de  Tangle  de  ces  deux  droites.  Si  donc  nous  abais- 
sons AS,  perpendiculaire  sur  CK ,  et  que  nous  prolon- 
gions cette  ligne  d'une  longueur  SA'=  SA,  le  point  A' 
sera  un  second  point  de  la  circonférence  demandée.  Pour 
obtenir  cette  circonférence,  il  suffira  de  faire  passer  par 
les  deux  points  A  et  A'  une  circonférence  qui  touche  la 
droite  PQ,  problème  que  nous  savons  résoudre. 

PROBLÈME. 

lOiS»  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  un  point  donné  A 
et  qui  touche  deux  circonférences  données  B  et  G. 

Fia.  9S.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  O 
la  cireonférence  demandée.  Aux  points  de  contact  K  et  S 
menons  les  tangentes  communes  RI  et  SI  qui  se  coupent 
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en  I,  puis  par  ce  point  menons  dans  les  deax  circonfé- 
rences données  les  sécantes  quelconques  IM  et  IQ,  nous 

aurons  à  la  fois  IR*  =  MI  X  NI,  et  18*=  IQ  X IP  :  mais 
IR= IS;  donc  on  a  IM  :  IQ  :  :  IP;  IN,  ce  qui  indique  que 
les  quatre  points  M ,  N ,  P  et  Q  appartiennent  à  une 
même  circonférence. 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  il  faut  décrire  une 
circonférence  quelconque  qui  coupe  les  circonférences 
données  en  des  points  M^N,P  et  Q  ;  tirer  les  e&ràe»  MN 
et  PQ,  les  prolonger  jusqu'à  leur  point  de  concours  I, 
mener  par  ce  point  des  tangentes  IR,  IR\  IS,  IS'  aux 
circonférences  données,  et  enfin  faire  passer  une  circon- 
férence par  les  trois  points  A,  R,  S,  ou  par  les  trois  points 
A,  R'  et  S'.  On  aura  ainsi  deux  circonférences  qui  ré- 
pondront à  la  question ,  comme  il  est  facile  de  le  dé- 
montrer. 

PROBLÈME. 

i04.  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  un  point  donné  A» 
qui  touche  une  droite  donnée  PQ  et  une  circonférence  don- 
née C. 

FiG.  93 «  —  Supposons  le  problème  résolu  ;  soit  Q  la 
circonférence  demandée ,  P  son  point  de  contact  avec 
PQ,  et  M  son  point  de  contact  avec  la  circonférence  C. 
Menons  la  tangente  commune  MQ,  tirons  QA,  et  par  le 
point  Q  menons  dans  la  circonférence  G  une  sécante 
quelconque  QHK. 

Nous  aurons  à  la  fois  QA:QK:;QH:QB,  et  PQ*::: 
QKxQH.  La  proportion  indique  que  les  quatre  points 
A,  B,  H,  K  appartiennent  à  une  même  circonférence. 
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et  l'égalité  apprend  qne  les  points  P,  H,  K  appartien- 
nent à  une  circonférence  coupant  la  circonférence  don- 
née C  en  deux  points  quelconques  H  et  K,  et  tangente 
à  PQ  au  point  P. 

De  là,  résulte  la  construction  suivante  :  on  décrit  une 
circonférence  quelconque  coupant  la  circonférence  C  en 
deux  points  H  et  K,  et  tangente  à  PQ  en  un  point  P,. 
On  tire  la  corde  HK  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  rencontre 
de  PQ  en  Q.  On  joint  ce  point  au  point  A,  et  on  déter- 
mine le  point  B  par  la  proportion  QA  ;QK  :  :  QH  ;  QB  ; 
puis  on  fait  passer  un  cercle  par  les  trois  points  A,  B  et 
F,  et  ce  cercle  satisfait  à  la  question. 

PBOBLÈME. 

f  as.  Décrire  une  circonférence  qui  soit  tangente  à  deux  droites 
données  AB  et  AG,  et  qui  touche  une  circonférence  donnée  I. 

Fi6. 93  bis. — Supposons  le  problème  résolu,  et  soient 
O  le  centre  de  la  circonférence  demandée,  N,  P  et  R  les 
points  de  contact  de  cette  circonférence  a?ec  les  deux 
droites  données  et  la  circonférence  I  ;  joignons  ON,  OP 
et  OR;  du  point  O,  avec  OI  pour  rayon,  décrivons  une 
circonférence  qui  passe  par  le  centre  I  de  la  circonférence 
donnée,  elle  coupera  les  prolongerat^nts  des  lignes  ON  et 
OP  e^  des  points  M  et  Q  tels,  que  OM=OQ  =  01,  et 
comme  on  a  ON=OP=OR  comme  rayons  de  la  cir- 
conférence demandée,  il  en  résulte  que MN=EH2=IR  ; 
donc,  si  par  les  points  M  et  Q  on  mène  aux  lignes  don- 
nées AB  et  AC  des  parallèles  A'B'  et  A'C,  ces  parallèles 
seront  A  la  fois  tangentes  à  la  circonférence  OI,  et  elles 
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seront  éloignées  de  ces  droites  et  au  dehors  de  l'angle 
qu'elles  forment  d'une  quantité  égale  au  rayon  IR  de  la 
circonférence  donnée. 

On  voit  donc  que  pour  résoudre  le  problème,  il  faut 
mener,  au  dehors  de  l'angle  formé  par  les  deux  droites 
données  A£  et  AC,  deux  lignes  MR'  et  MC  qui  leur  soient 
respectivement  parallèles,  et  qui  en  soient  éloignées  d'une 
quantité  égale  au  rayon  de  la  circonférence  donnée,  puis 
décrire  descirconférences  qui  soient  tangentes  aux  droites 
A'B'et  A'C,  et  qui  passent  par  le  centre  I  de  la  circon- 
férence donnée.  Les  centres  des  circonférences  ainsi  con* 
struites  seront  ceux  des  circonférences  qui  touchent  in- 
térieurement le  cercle  donné  et  qui  sont  tangentes  aux 
droites  données. 

Si  Ton  voulait  avoir  les  centresdes  cercles  qui  compren- 
nent le  cercle  donné,  et  qui  sont  tangents  aux  deux  droites 
données,  cela  se  réduirait  évidemment  à  rechercher  ceux 
des  cercles  qui  passeraient  par  le  centre  du  cercle  donné 
et  qui  toucheraient  deux  droites  menées  parallèlement  à 
celles  qui  sont  données,  et  au  dedans  de  l'angle  qu'elles 
forment,  à  des  distances  de  cellesH^i  égales  au  rayon  du 
cercle  donné. 

PROBUtaU. 

106.  Décrire  une  circonférence  qui  soit  tangente  à  une  droite 
donnée  PQ  et  à  deux  circonférences  données  AN  et  BM. 

Il  peut  arriver  plusieurs  cas  :  1^  la  circonférence  chei^ 
chée  peut  toucher  extérieurement  les  deux  circonférences 
données  ;  2^  elle  peut  toucher  intérieurement  les  deux 
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eùrconCérences  données  ;  Scelle  pent  toucher  l'une  d'elles 
intérieurement  et  Tautre  extérieurement. 

FiG.  93  ter.  —  Cela  posé,  soit  O  le  centre  de  la  circon- 
férence qui  touche  la  droite  PQ  et  qui  est  tangente  exté- 
rieurement aux  deux  circonférences  données  AN  et  BM. 
Décrivons,  du  point  O  comme  centre,  une  circonférence 
<|ui  patte  par  le  centre  A  de  la  plus  petite  des  deux  cir- 
conférences données,  il  est  évident  qu'elle  touchera  à  la 
Im  la  circonférence  décrite  du  point  B  comme  centre 
avec  on  rayon  BK  égal  à  la  différence  des  rayons  des 
circonfiérences  données,  et  la  droite  P'Q'  menée  parallè- 
lenent  à  PQ  par  un  point  H  pris  au-dessous  d'elle,  à  une 
distance  HR  de  cette  droite  égale  au  rayon  AN  de  la  plus 
petite  circonférence;  par  conséquent,  si  au-dessous  de 
la  droite  donnée  et  A  une  distance  de  cette  ligne  égale 
au  rptyon  de  la  plus  petite  circonférence,  on  mène  une 
dn^ite  qui  lui  soit  parallèle ,  que  du  centre  de  la  plus 
grande  des  deux  circonférences  données  on  décrive  une 
cireonférmce  qui  ait  pour  rayon  la  difljérence  des  rayons 
de  ces  circonférences,  puis  qu'on  en  décrive  une  qui  passe 
par  le  centre  de  la  plus  petite  des  circonférences  don- 
nées, et  cpii  touche  la  droite  et  la  circonférence  que  l'on 
vient  de  déterminer,  on  aura  une^  circonférence  dont  le 
eentre  sera  le  même  que  celui  de  la  circonférence  cher- 
chée; ayant  ce  centre,  le  reste  est  facile  à  achever. 

Comme  on  peut  toujours  décrire  deux  circonférences 
qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  touchent  une 
droite  et  une  circonférence  données,  on  aura  deux  des 
circonférences  qui  remplissent  les  conditions  du  pro- 
blème. Pour  avoir  les  deux  autres  il  est  facile  de  voir 
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i|u*ii  n'y  a  d'autres  changements  à  apporter  que  de  me- 
ner la  parallèle  au-dessus  de  PQ  au  lieu  de  la  mener 
au-dessous. 

PROBLÈME. 

i07.  Décrire  une  circonférence  tangente  à  trois  circonférenoet 
données  A,  B  et  C. 

FiG.  94.  —  Supposons  le  problème  résolu,  soit  O  le 
centre  de  la  circonférence  demandée,  M,  N  et  P  ses  points 
de  contact  avec  les  trois  circonférences  données.  Repré- 
sentons par  R,  K  et  r  les  rayons  des  circonférences  A,  C 
et  B,  et  supposons  que  r  soit  le  plus  petit  des  trois  rayons. 
Joignons  OA,  OB  et  OC,  et  décrivons,  du  point  O  comme 
centre,  avec  QB  pour  rayon,  une  circonférence  qui  coupe 
les  droites  OA  et  OC  en  H  et  K .  Il  est  facile  de  Toir  qu'on 
aura  AHsnR — r  et  CK=R' — r,  et  que  la  circonfé- 
rence décrite  du  point  O  comme  centre,  avec  OB  pour 
rayon,  sera  tangente  aux  circonférences  qui  seraient  dé- 
crites des  points  Â  et.C  comme  centres,  avec  AH  et  CK 
pour  rayons,  et  passera  de  plus  parle  point  B;  donc  le 
point  O  est  le  centre  d'un  cercle  qui  passe  par  le  point  B, 
et  qui  est  tangent  aux  circonférences  AH  et  CK. 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème  il  faut,  des  centres 
des  deux  plus  grandes  circonférences,  avec  des  rayons 
respectivement  égaux  à  R — r  et  R'— r,  décrire  deux 
cercles,  puis  décrire  une  circonférence  pa^nt  par  le  cen- 
tre de  la  plus  petite  des  trois  circonférences  données,  et 
qui  soit  tangente  aux  deux  cercles  dont  nous  venons  de 
parler.  Le  centre  de  cette  dernière  circonférence  sera  le 
centre  de  la  circonférence  qui  touche  extérieurement  les 
trois  circonférences  données. 
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Supposons  maintenant  qu'on  veuille  décrire  la  circon- 
férence qui  touche  intérieurement  les  trois  circonférences 
données.  Par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que 
nous  venons  de  faire,  on  est  conduit  à  la  construction  sui- 
vante :  des  centres  B  et  C  des  deux  plus  petites  circon- 
férences, avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  R — r 
R — K\  il  faut  décrire  deux  cercles,  puis  décrire  une 
circonférence  passant  par  le  centre  Â  de  la  plus  grande 
des  trois  circonférences  données,  et  qui  soit  tangente  aux 
deux  cercles  dont  nous  venons  de  parler.  Le  centre  de 
cette  dernière  circonférence  sera  le  centre  de  la  circon- 
iérence  qui  touche  intérieurement  les  trois  circonférences 
données. 

Scholie.  Le  problème  dont  nous  nous  occupons  présente 
plusieurs  cas  à  examiner  :  ou  le  cercle  demandé  laissera 
au  dehors  les  trois  cercles  donnés ,  ou  n'en  laissera  que 
deux  ou  un  seul,  ou  enfin  les  comprendra  tous.  Nous  ve- 
nons d'examiner  le  premier  et  le  dernier  cas,  les  autres 
ne  présentent  pas  de  difficulté.  Ce  problème  peut  ad- 
mettre en  tout  huit  solutions. 

PtOBtillB. 

108.  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  donnés 
A  et  B,  et  qui  coupe  une  circonférence  donnée  0  suivant  un 
diamètre. 

FiG.  95.  —  Première  solution.  Supposons  le  problème 
résolu,  et  soit  M  le  centre  de  la  circonférence  deman- 
dée. Soient  C  et  D  les  points  où  la  circonférence  cher- 
chée coupe  la  circonférence  donnée,  tirons  les  lignes  CD 
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et  AB,  et  soiti  leur  point  de  concoars,  on  aura  ID  X IC 
=  IBxIA.  Menons  par  le  point  I  une  tangente  IK  à  la 
circonférence  donnée,  nous  aurons  IK  =IDxIC,  et 
par  suite  IK  =:IBXlA;  donc  les  points  Â,  B  et  K  ap- 
partiennent à  une  circonférence  qui  passe  par  les  points 
donnés  A  et  B,  et  qui  est  tangente  en  K  à  la  circonfé- 
rence donnée. 

Si  donc  on  fait  passer  par  les  points  A  et  B  une  cir- 
conférence qui  soit  tangente  à  la  circonférence  donnée  O, 
on  déterminera  le  point  K.  En  ce  point  on  mènera  une 
tangente  à  la  circonférence  donnée,  et  on  la  prolongera 
jusqu'à  la  rencontre  avec  AB.  On  aura  ainsi  le  point  L 
On  joindra  ce  point  au  centre  O  de  la  circonférence  don- 
née, et  on  aura  les  points  C  et  D  qui  se  trouvent  sur  une 
circonférence  passant  par  les  points  A  et  B.  On  fera  donc 
passer  une  circonférence  par  trois  quelconques  des  qua- 
tre points  A,  B,  C  et  D,  ce  sera  la  circonférence  de- 
mandée. 

Deuxième  solution.  Si  Ton  joint  un  des  points  donnés 
A  au  centre  O  de  la  circonférence  donnée,  et  qu'on  pro- 
longe cetteiigne  jusqu'à  la  rencontre  de  la  circonférence 
cherchée  en  E,  on  aura  OA:OC::OD:OE,  proportion 
dans  laquelle  OEestla  seule  inconnue.  On  pourra  donc, 
en  construisant  une  quatrième  proportionnelle  aux  li- 
gnes OA,  OC  et  OD,  connaître  le  point  E,  et  alors  on 
n'aura  plus  qu'à  faire  passer  une  circonférence  par  les 
trois  points  À,BetE. 
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PROBLËVE. 

2<  iÛ9.  Trouver  la  direction  de  la  bissectrice  de  Tangle  de  deux 
droites  qu'on  ne  peut  pas  prolonger. 

FiG.  96.  —  Coupons  les  deux  droites  données  par 
deux  droites  quelconques  MN  et  PQ,  Divisons  les  angles 
H  et  N  en  deux  parties  égales  par  les  droites  MO  et  NO, 
le  point  O  appartiendra  à  la  bissectrice  demandée,  parce 
qu'on  sait  que  les  bissectrices  des  trois  angles  d'un  trian- 
gle coDGourent  en  un  même  point.  De  même ,  si  nous* 
divisons  les  angles  P  et  Q  en  deux  parties  égales,  nous 
obtiendrons  un  second  point  O"  de  la  bissectrice  ;  donc 
00'  sera  la  direction  de  la  bissectrice  demandée. 

PROBLàME. 

•  ilO.  Étant  donnés  un  point  A  et  deux  droites  PQ  et  MN  qu*on 
ne  peut  prolonger,  mener  par  le  point  une  droite  qui  passe 
par  le  point  de  concours  des  deux  droites  PQ  et  MN. 

FiG.  97.  —  Par  le  point  A  menons  une  droite  quel- 
conque ABC  qui  coupe  les  deux  droites  données,  puis 
menons  une  ligne  quelconque  DE  parallèle  à  ABC.  Pre- 
iK)ns  sur  cette  parallèle  une  distance  DH  égale  à  la  qut*  ^ 
trième  proportionnelle  aux  droites  connues  BC,  AB  et 
0£  ;  enfin  joignons  HA.  Il  est  évident  que  cette  ligne  HA 
satisfait  à  la  question. 

PROBLÈME. 

#lil.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle  C,  et  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  deux  autres  angles  A  et  B  sur  les 
côtés  opposés. 

FiG.  98.  —  En  un  point  C  quelconque  d'une  ligne 
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ex  faisons  an  angle  égal  à  l'angle  G.  Au  point  C  me- 
nons sur  les  deux  côtés  de  cet  angle  des  perpendicu- 
laires respectivement  égales  aux  deux  hauteurs  données. 
Par  les  extrémités  de  ces  perpendiculaires  menons  des 
parallèles  aux  deux  cAtés  de  Tangle,  et  nous  obtien- 
drons ainsi  un  triangle  ABC,  qui  répondra  à  la  ques- 
tion. 

PROBLÈME. 

«  112.  €k>nstruire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  hauteur 
et  la  somme  des  angles  à  la  base,  ou  l'angle  du  sommet. 

FiG.  99.  — Sur  une  ligne  indéfinie  XY  prenons  une 
distance  AB  égale  à  la  base,  décrivons  sur  AB  un  seg- 
ment capable  de  l'angle  du  sommet.  Au  point  A  élevons 
sur  AB  une  perpendiculaire  AH  égale  à  la  hauteur,  me- 
nons par  le  point  H  une  parallèle  à  AB  qui  coupe  le  * 
segment  aux  points  C  et  C,  et  les  triangles  CAB  et 
CAB  répondront  à  la  question. 

PROBLÈME. 

0 113.  Étant  donnés  deux  angles  d*un  triangle  et  le  périmètre  P, 
construire  le  triangle. 

FiG.  100.  —  Première  eolutian.  Supposons  le  pro- 
blème résolu,  et  soit  ABC  le  triangle  demandé.  Prolon- 
geons le  côté  BC  indéfiniment  de  part  et  d'autre.  Pre- 
nons BH=BA  et  CK=AC,  joignons  KH  et  AK.  La^ 
ligne  HR  sera  égale  au  périmètre,  et  les  triangles  ABH 
et  ACK  seront  isocèles;  d'où  il  résulte  que  l'angle  ABC, 
extérieur  au  triangle  ABH,  sera-double  de  l'angle  en  H, 
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et  par  eonséqaent  l'angle  H  sera  connu  eomme  étant  la 
moitié  de  l'angle  B  du  triangle  demandé.  De  même, 
Tangle  K  sera  la  moitié  de  l'angle  connu  C.  On  peut 
donc  construire  le  triangle  AHK,  dans  lequel  on  connaît 
le  c6té  HK=  le  périmètre  donné  et  les  deux  angles  H 
et  K.  On  connaîtra  ainsi  le  point  Â.  Par  ce  point,  on 
mènera  des  lignes  Âfi  et  AC  faisant  avec  HK  des  angles 
respectivement  égaux  aux  angles  donnés  B  et  C,  et  on 
aura  le  triangle  demandé  ÂBC. 

FiG.  101.  — Deuxième  solution.  Soit  4BC  le  trian- 
gle demandé  ;  comme  on  connaît  les  angles  de  ce  trian- 
gle, on  peut  construire  un  triangle  abc  qui  lui  soit  sem- 
blable. Nous  aurons  alors  la  proportion  AB;a&::BC: 
6c::AC:ac;  d'où  P:a&  +  ac  +  6c::AB:a6;  en  cher- 
chant une  quatrième  proportionnelle  entre  ab+ae+bc, 
P  et  a6,  nous  connaîtrons  AB,  et  il  sera  facile  de  con^ 
struire  le  triangle. 

F&OBUteB. 

•  114.  Constraire  un  triangle  ÂBC,  connaissant  un  angle  A,  la 
hauteur  abaissée  de  cet  angle  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Fie.  102.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé.  Construisons  le  cercle  in- 
scrit, abaissons  du  sommet  A  la  perpendiculaire  AH  sur 
le  côté  opposé  BC,  et  décrivons  un  cercle  du  point  A 
comme  centre,  avec  AH  pour  rayon,  le  côté  BC  sera  à 
la  fois  tangent  à  de  cercle  et  au  cercle  inscrit.  De  cette 
analyse  résulte  la  construction  suivante  :  avec  le  rayon» 
du  cercle  inscrit  on  décrit  un  cercle,  on  mène  à  ce  cercle 
«ne  tangente  quelconque  MA,  puis  on  lui  mène  une  autre 
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tangente  NA  faisant  avec  la  première  an  angle  A  égal  à 
Tangle  donné.  Du  point  A  comme  centre^  avec  un  rayon 
égal  à  la  hauteur  donnée,  on  décrit  une  circonférence, 
puis  enfin  on  mène  des  tangentes  communes  extérieures 
à  cette  circonférence  et  à  celle  que  nous  avons  décrite 
avec  le  rayon  du  cercle  inscrit  ;  on  obtient  ainsi  deux 
triangles  ABC  et  AB'C,  qui  répondent  à  la  question. 

PROBUbME. 

#115.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  pieds  M,  N  etP 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  les  côtés  op- 
posés. 

FiG.  103.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé.  Joignons  deux  à  deux  les  points 
M,  P,  N,  nous  obtiendrons  ainsi  le  triangle  MPN  ;  mais 
nous  savons  que  les  perpendiculaires  abaissées ,  des  som- 
metsd'un  triangle,  sur  lescAtés  opposés,  divisent  en  deux 
parties  égales  les  angles  du  triangle  dont  les  sommets 
sont  les  pieds  de  ces  perpendiculaires;  donc,  si  nous 
construisons  les  trois  bissectrices  des  angles  du  triangle 
MNP,  elles  seront  perpendiculaires  sur  les  côtés  du  trian- 
gle demandé.  En  menant,  par  conséquent,  par  les  points 
M,  N,  P  des  perpendiculaires  sur  ces  trois  bissectrices, 
elles  formeront  le  triangle  demandé  ABC. 

PROBLËHE. 

^16.  Ck)nstruire  un  triangle,  connaissant  deux  angles  et  le  rayon 
du  cercle  inscrit. 

FiG.  104.  — Soit  ABC  le  triangle  demandé;  inscri-^ 
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TQDS-Iuî  un  cercle ,  son  centre  sera  sitné  sur  les  trois 
bissectrices  des  angles  de  ce  triangle,  et  son  rayon  est 
connu.  Prolongeons  OÂ,  OBetOC,  prenons  sur  OA  un 
point  a  quelconque  ;  par  ce  point  menons  ab  et  ac  paral- 
lèles à  A£,  AC,  joignons  be^  nous  obtiendrons  un  triangle 
abc  semblable  à  ABC  ;  mais  on  connaît  deux  angles  du 
triangle  ABC,  donc  on  peut  construire  le  triangle  abc; 
divisons  les  angles  de  ce  triangle  en  deux  parties  égales, 
nous  aarons  le  point  O  ;  de  ce  point  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  au  rayon  du  cercle  inscrit,  décrivons  un 
cercle,  puis  menons  à  ce  cercle  des  tangentes  parallèles 
aux  côtés  ab,  ac  et  6c,  et  nous  obtiendrons  lé  triangle 
demandé  ABC. 

PROBLiME. 

•117.  Gonstruire  un  triangle,  connaissant  la  base  AB,  un  angle 
à  la  base  A,  et  la  somme  des  deux  autres  côtés  AG  et  CB. 

PiG.  105.  — Soit  ABC  le  triangle  demandé  ;  comme 
on  cofinatt  l'angle  A  et  la  base  AB,  il  en  résulte  qu'on 
peut  regarder  comme  connues  la  direction  du  côté  AC  et 
Iti  position  du  point  B.  Le  troisième  sommet  C  du  trian- 
gle se  trouve  donc  déjà  sur  une  ligne  connue  AC.  Cela 
posé,  si  on  prolonge  AC  d'une  quantité  CH=CB,  le 
point  H  sera  parfaitement  déterminé,  puisque  la  distance 
AH  est  égale  à  AC+CB,  c'est-à-dire  à  une  des  donnée/ 
du  problème.  Si  donc  on  tire  BH,  cette  ligne  sera  fixée 
de  position,  et  comme  le  triangle  BCH  est  isocèle,  il  en 
résulte  que  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  M,  mi- 
lieu de  BH,  passera  par  le  sommet  C;  donc  le  troisième 
sommet  C  du  triangle  se  trouve  à  Fintersection  de  la  ligne 
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AH  avec  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  de  BH  ; 
il  est  donc  parfaitement  déterminé,  et  le  triangle  ABC 
peat  être  regardé  comme  constrnit. 

PROBLÈME. 

•118.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  un  angle  à  la 
base,  et  la  diJQTérence  des  deux  autres  côtépi. 

FiG.  106.  —  L'analyse  de  ce  problème  étant  la  même 
que  celle  du  problème  précédent,  nous  allons  seulement 
indiquer  la  construction. 

Sur  une  droite  quelconque  XY  ou  prend  une  distance 
\B  égale  à  la  base  du  triangle,  au  point  A  on  fait  up 
angle  CAB  égal  à  Tangle  donné  ;  sur  le  côté  AC  on 
prend  une  distance  AH  égale  à  la  différence  donnée,  on 
joint  HB  ;  pat  le  point  M,  milieu  de  HB,  on  élève  un^ 
perpendiculaire  qui  coupe  le  côté  AC  en  un  point  C,  on 
joint  ce  point  au  point  B,  et  on  obtient  le  triangle  ABC, 
qui  est  bien  le  triangle  demandé,  car  sa  base  est  égale  à 
la  base  donnée,  l'angle  A  est  égal  à  Tangle  donné,  et  la 
différence  des  côtés  AC  et  CB  est  bien  égale  à  la  diff^ 
rence  donnée. 

PROBLÈMS. 

^119.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  Tangle  du 
sommet  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

FiG.  106.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé.  Le  sommet  C  se  trouve  sur  un 
segment  décrit  sur  la  base  AB  et  capable  de  Tangle  du 
sommet.  Par  conséquent,  le  problème  est  ramené  à  cher- 
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cber  sur  ce  segment  un  point  tel ,  que  la  somme  ou  la 
différence  de  ses  distances  aui  deux  points  donnés  A  et  B 
soit  égale  à  une  droite  donnée,  et  nous  savons  résoudre 
œtte  question. 

PllOBUbiB« 

•  iâO.  Construire  un  triangle  ÂBG,  connaissant  un  angle 
à  la  base  B,  la  hauteur  AH,  et  le  périmètre  P. 

Fie.  107.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé.  Comme  on  connaît  l'angle 
k  la  base  B,  il  en  résulte  qu'on  connaît  la  direction  du 
cAté  BA  ;  le  sommet  A  devant  se  trouver  sur  ce  cAté  et 
aussi  sur  une  parallèle  à  la  base  menée  à  une  distance 
XY  égale  à  la  hauteur  AH,  se  trouve,  par  conséquent, 
déterminé.  Abaissons  du  point  A  une  perpendiculaire 
AH  sur  la  base,  nous  connaîtrons  la  somme  des  lignes^ 
AB  et  BH.  Si  donc  nous  retranchons  du  périmètre  P  la 
somme  des  lignes  AB  et  BH,  la  somme  des  côtés  AC  et 
CH  sera  connue.  Décrivons,  du  point  A  comme  centre, 
avec  AC+CH  pour  rayon,  une  circonférence  Al,  et  pro- 
longeons AC  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  circonférence 
en  I,  nous  aurons  CI=CH.  Le  point  C  est  donc  le  cen- 
tre d'une  circonférence  qui  touche  la  circonférence  AI 
qui  est  connue,  et  la  droite  AH  qui  est  aussi  connue, 
en  un  point  H  également  connu.  Pour  obtenir  le  som- 
met C,  prenons  HK=A1;  comme  CI=CH,  CK  sera 
égal  à  AC  ;  donc  si  nous  joignons  AK,  et  que  par  le  point 
S,  milieu  de  AR,  nous  élevions  une  perpendiculaire  sur 
AK,  elle  passera  par  le  sommet  cherché  C.  Nous  obtien- 
drons ainsi  le  triangle  ABC,  qui  répond  à  la  question. 
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PROBLÈME* 

«421.  Construire  un  U'îangle,  connaissant  le  centre  et  le  rayon 
du  cercle  inscrit,  et  le  centre  et  le  rayon  de  Fun  des  trois 
cercles  ex-inscrits. 

FiG.  108.  —  Soit  O  le  centre  du  cercle  inscrit  et  C 
le  centre  de  l'un  des  cercles  ex-inscrits.  Des  points  O 
et  C  comme  centres,  avec  les  deux  rayons  donnés,  on 
décrit  deux  circonférences.  En  menant  à  ces  deux  cir- 
conférences une  tangente  commune  intérieure  AB,  et 
deux  tangentes  communes  extérieures  AD  et  BD,  on 
obtient  le  triangle  demandé  ABD. 

PROBLÈMB. 

•  122.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  centres  et  les  rayons 
de  deux  des  trois  cercles  ex-inscrits  à  ce  triangle. 

FiG.  108.  — Soient  C  et  C  les  deux  centres  donnés  ; 
de  ces  points,  avec  les  rayons  donnés,  on  décrit  deux  cir- 
conférences. En  menant  à  ces  deux  circonférences  deux 
tangentes  communes  intérieures  ÂB  et  AD,  et  une  tan- 
gente commune  extérieure  BD,  on  obtient  le  triangle 
demandé. 

•  PROBLÈME. 

1 423.  Construire  un  triangle,  connaissant  de  position  les  centres 
C,  C  et  C  des  trois  cercles  ex-inscrits  à  ce  triangle. 

FiG.  108.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABD  le  triangle  demandé.  JoignoncCC,  CC\  etCX. 
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Chacun  des  centres  C,  C  et  C  appartient  à  la  bissectrice 
de  Ton  des  angles  du  triangle,  et  aux  bissectrices  des 
suppléments  des  deux  autres  angles  du  triangle  ;  de  sorte 
que  ACest  perpendiculaire  sur  CC\  BC  est  perpendi- 
culaire sur  CC",  et  CD  est  perpendiculaire  sur  CC. 

Par  conséquent,  pour  déterminer  le  triangle  ABP,  îlP 
faut  joindre  deux  à  deux  les  trois  centres  donnés,  abais- 
ser de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  op- 
posés, et  joindre  deux  à  deux  les  pieds  de  ces  perpendi- 
culaires. 

PROBLÂME. 

•124.  Déterminer  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  triangles 
construits  sur  une  droite  AB  donnée  de  grandeur  et  de  posi- 
tion, et  dans  lesquels  la  droite,  qui  joint  Tune  des  extrémités 
Â  de  la  première  droite  au  milieu  du  côté  opposé,  soit  d'une 
grandeur  donnée  a. 

Fi6.  109.  —  Supposons  le  problème  résolu,  soit  C 
on  point  quelconque  du  lieu,  en  sorte  qu'en  joignant  le 
point  S,  milieu  de  BG,  au  point  A,  la  ligne  AS  soit  égale 
à  a.  Si  du  point  A,  avec  a  pour  rayon ,  on  décrit  une 
circonférence  AD,  cette  circonférence  sera  le  lieu  géo- 
métrique des  milieux  de  tous  les  côtés  des  triangles  qui 
sont  opposés  à  l'extrémité  A.  Cela  posé,  si  à  la  gaucfie 
de  AB  on  prend  sur  cette  ligne  une  distance  AO=AB, 
et  qu'on  joigne  OC,  cette  ligne  sera  parallèle  à  AS,  parce 
que  GS=SB  et  AO=AB,  et  elle  sera  évidemment 
égale  au  double  de  AS  ou  à  2a  ;  donc  la  distance  d'un 
point  quelconque  C  du  lieu  au  point  0  est  double  de  la 
médiane  «  ;  donc  le  lieu  est  une  circonférence  de  cercle 
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décrite  du  point  0  comme  centre  avec  le  double  de  la 
niédiane  pour  rayon. 

PROBLÂMB. 

|i25.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  Tune 
des  droites  qui  joignent  un  sommet  an  milieu  du  côté  op- 
posé. 

FiG.  110.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé  dans  lequel  on  connaît  AB, 
AC,  et  la  médiane  AH. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  le  sommet  B  doit  se 
trouver  sur  la  circonférence  qui  est  le  lieu  des  sommets 
des  triangles  ayant  AC  pour  base,  et  dans  lesquels  la 
droite,  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu  du  côté  opposé 
BC,  soit  égale  à  AM,  et  il  doit  aussi  seirouver  sur  la 
circonférence  décrite  du  point  A  comme  centre,  avec  le 
côté  AB  pour  rayon.  Donc  le  point  B  se  trouve  â  l'in- 
tersection de  ces  deux  circonférences ,  et  est  par  consé- 
quent déterminé.  Le  problème  est  donc  résolu. 

PROBLiHE. 

«  j26.  Construire  un  triangle',  connaissant  un  côté  et  deux 
médianes. 

FiG.  111.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé,  dans  lequel  on  connaît  le  côté 
AC  et  les  deux  médianes  AM  et  BN.  Le  sommet  B  se 
trouve  sur  la  circonférence  décrite  du  point  N,  milieu 
de  AC  comme  centre,  avec  la  médiane  NB  pour  rayon, 
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et  il  est  aussi  sur  la  circonférence  qui  est  le  lieu  des 
sommets  des  triangles  ayant  AC  pour  base,  et  dans  les- 
quels la  droite,  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu  du  c6té 
opposé,  soit  égale  à  la  médiane  AM;  donc  le  point  B 
est  à  l'intersection  de  ces  deux  circonférences,  et  le  pro- 
blème peut  être  regardé  comme  résolu. 

Si  Ton  donnait  le  cAté  AC  et  lesdeut  médianes  AM  et 
CP,  le  point  B  se  trouyerait  à  Fintersection  de  deux  lieux 
géométriques  que  nous  savons  construire,  et  par  oooaé* 
qiient  ce  point  B  peut  être  regardé  comme  parfaitement 
détenniné. 

PROBLÈME. 

•  iS7.  Construire  un  triangle,  coonaUsant  les  trois  médiaDes, 

Fie.  111.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé,  dans  lequel  on  connaît  les 
trois  médianes  AM,  BN  et  CP.  On  sait  que  le  point  0  de 
rencontre  des  médianes  divise  chacunes  d'elles  en  deux 
parties  dont  Tune  est  double  de  Tautre,  de  sorte  que  dans 
le  triangle  AOC  on  connaît  les  deux  côtés  AO  et  OC  ; 
savoir  :  A0=|  AM  et  OC=|CP,  et  la  médiane  0N  = 
|BN.  On  peut  donc  construire  ce  triangle.  Cela  fait,  on 
joindra  le  point  0  au  point  N,  milieu  de  AC,  on  prolon- 
gera ON  d'une  quantité  OB = 2  ON,  et  on  aura  le  som- 
met B  :  en  joignant  ce  dernier  point  aux  points  A  et  C 
on  aura  le  triangle  demandé  ABC. 
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PROBLÂMS. 

ISè.  Etprimer  la  mirfaee  d^mi  triangle  d'abord  en  IbiietfOB  d6 
ton  périmôtro  et  da  rayon  du  oerde  imcrik,  et  eqsuiie  en 

,  {(mction  de  ^o  péfifiiiètre  çt  du  rayon  de  Tua  des  cerdes  ex- 
inscrits. 

Vm.  ilHi.  ^  Soit  ABC  un  triangle,  0  le  centre  et  R 
ie  rayon  du  cercle  inscrite  On  joint  le  point  O  aux  trûia 
aOnaets  da  triangle,  et  en  le  décompose  de  oettet  msH 
nière  en  trois  autres  triangles  ayant  pour  bases  les  trou 
côtés  dju  triangle  ABC,  et  pour  hauteur  le  rayon  du  cei^ 
cle  inscrit.  La  surface  du  triangle  ABC  égale  la  somme 
des  surfaces  des  triangles  AOB,  AOC  et  BOC  ;  donc  on 
a  ABCisABX§+ AGX  l+BG  X  ^3a(AB4*AG4-BG) 

X?=(a+6+c)Xv 

Ainsi,  la  surface  d'un  triangle  est  égale  à  sofi  péri- 
mètre multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Cherchons  enfin  la  surface  d'un  triangle  en  fonction 
de  son  périmètre  et  du  rayon  de  Tun  des  cercles  ex-in- 
scrits.   ^ 

Fi€i.  113.  — Soit  ABC  un  triangle  quelconque,  0  un 
cerde  ex-inscrit  ayant  pour  rayon  ^.  On  joint  OA,  OB, 
OC,  le  triangle  est  égal  à  OAB+OBC---OAC  ;  donc 
ABC=ABx|+BCx5— ACX|,  ou  ABC=(AB  + 
BC—AC)x  !=(»+<?—*)  Xj,  ce  qui  apprend  que 
la  surface  d'un  triangle  a  pour  mesure  la  moitié  du  rayon 
de  l'un  des  cercles  ex-inscrits,  multipliée  par  la  somme 
des  cétés  du  triangle  dont*les  prolongements  sont  tan- 
gents à  ce  cercle  ex-inscrit,  moins  le  troisième  côté. 
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Scolîe.  Si  Ton  désigne  par  a,  6,  c  les  trois  cAtésd'uD 
triangle,  par  a\  h\  e'  les  trois  hauteurs,  par  rie  rayon 
du  cercle  inscrit,  et  par  oc,  ^  et  y  les  rayons  des  cercles 
exwdscrits  tangents  aux  cAtés  a.h^Cy  la  surface  du  trian- 
gle ÂBC  sera  : 

ABC=2^=^=^=(a+6+c)Xi=(6+c-a)J= 
—{a-hc — 6)J=(a+6 — c)^.  Supprimant  partout  le 
facteur  J ,  on  a  aa::::^ bb'=  ec  =  {a+b — c)  Xy={a  + 
c — b)  XPs=(*  +  c— a)  X«»  et  eo  remarquant  que 
oa'  ai 7^  que  U'ac-f,  etc.,  il  vient  : 

?    F    F       f  ;  ;  j 

THÂORilU. 

129.  L'inverse  du  rayon  êa  <)erele  inscrit  à  un  triangle  est 
égaile  à  la  somme  des  inverses  des  trois  hauteurs. 

D*après  ce  que  nous  venons  de  voir  on  a  la  relation 

î-=|-=^=i^±^;  or,  dans  la  suite  formée  par  les 
9     V     -P        % 

tuais  pieniîeni  rapports,  la  somme  des  antécédents  est  à 
la  somme  des  ooiiséquents  comnde  un  antécédent  est  à 
son  cmséquent;  donc  on  a  .^2±^±£-.==:±t^;  mais  dans 

ceUe  demièro  proportion  les  antéoédents^^sont  égaux; 
donc  le»  eoBséqtieati  la  foot  au^i,  etona^s:2^+f  + 
^;  4.  Çé  f.  4. 
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THÉORÈME. 


430.  L'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit  à  un  triangle  est  égale 
à  la  somme  des  inverses  des  rayons  des  cercles  ex-inscrits  à 
ce  triangle. 

En  effet,  on.  a  à  la  suite  de  rapports  géométriques 
éggui  ft-H^-g^^'H-^'^— -fl+/»-^— fl+^+-c.  j'où,  en  faisant 

la  somme  des  trois  premiers  antécédents,  et  la  somme 
des  trois  premiers  conséquents,  on  à  î±^==ti±t£,  et 

— hT-h-  Z 

«      P       T  ' 

comme  dans  cette  proportion  les  antécédents  sont  égaux, 
il  s'ensuit  que  les  conséquents  le  sont  aussi,  et  que  Ton 
a  l^i^l-^'-;  c.  q.  f.  d. 

noBubu. 
131 .  Ck>nstruire  un  triangle,  connaissant  les  trois  hauteurs. 

Désignons  par  a,  6,  c  les  trois  côtés,  et  par  a ,  6',  c  les 

trois  hauteurs  du  triangle  demandé.  Sa  surface  sera  égale 

à  i  a.a'y  ou  à  ^.  6.6',  ou  à  J.  ce. ,  de  sorte  qu'on  aura 

aXa  =6X6  =cXc,oubien  -i=|=f. 
^  ¥       ¥      V 

FiG.  114.  —  Pour  transformer  cette  suite  de  rapports 
géométrique^,  de  telle  sorte  que  les  conséquents  devien- 
nent des  lignes,  il  suffit  de  multiplier  les  conséquents 
par  deux  droites  quelconques  m  et  n,  ce  qui  donne 
Jt.=-A-=:-<L.  On  voit  alors  que  les  conséquents  sont  :  * 

m.w       m._n       m^.ii  »  » 

a'  b*  c* 

le  premier,  une  quatrième  proportionnelle  aui  droites 
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a ,  met  n;  le  second,  ane  quatrième  proportionnelle  aux 
droites  V  m  et  n;  et  enfin  le  troisième,  une  quatrième 
proportionnelle  aux  droites  c  m  et  n.  Mais  il  est  plus 
simple  de  multiplier  les  conséquents  par  deux  quelcon- 
ques des  hauteurs,  par  à  et  b\  par  exemple  ;  on  a  alors 

^z=^=:7xPi  ce  qui  apprend  que  les  côtés  a,  6,  c  du 

triangle  demandé  sont  proportionnels  aux  droites  con- 
nues, 6',  a  et  ^^  ;  si  donc  avec  les  droites  b\  a  et  ^ 
CD  construit  un  triangle  PQR,  ce  triangle  sera  semblable 
M  triangle  demandé.  Pour  construire  ce  triangle  on 
abaisse  du  sommet  F  une  perpendiculaire  sur  QR ,  on 
.  fvend  sur  cette  perpendiculaire  une  longueur  PV  égale 
à  la  hauteur  a\  et  par  le  point  Y  on  mène  une  parallèle 
à  QB,  et  le  triangle  PHK  est  égal  au  triangle  demandé. 


PROBLÈME. 

ISt.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  hauteurs  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit. 

FiG.  114. — Soient  a  et  b'  les  deux  hauteurs  données, 
«  et  (  les  côtés  du  triangle  sur  lesquels  sont  abaissées  ces 
hauteurs,  et  r  le  rayon  du  cercle  inscrit.  La  surface  du 
triangle  sera  représentée  par  les  trois  expressions 


X'  ^^X  r;  donc  ad=:bb'=  {a+b+c)Xr,  ouT= 

L^t*±±î  (1).  Nous  allons  maintenant  transformer  cette 
V  t 

suite  des  rapports- géométriques  égaux  en  une  autre  suite 
de  rapports  géométriques  égaux,  mais  tels  que  les  anté- 
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(Sédeàts  \S6\ént  lëè  cités  a,  h,  e  du  triangle  âetÀandé,  et 
les  consé(|uents  les  droites  connues  a'  V  et  r.  Pour  cela, 
6n  remarque  que  dans  les  deux  premiers  rapports  de  la 
Suite  (1)  la  somme  des  antécédents  est  à  la  somme  des 
conséquents  comme  un  antécédent  est  è  son  conséquent; 
dona^±^s£!±î:Ssi*sl(a)«  Dans  la  proportion  feiw 

tT^  r  ¥       V 

mée  par  les  deux  premiers  rapports  de  la  Suite  (â),  la 
différence  des  antécédents  est  à  la  différence  deâ  consé- 
quents comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent  ;  donc 
M  a-j — f — p=^f =^(3).  Multipliant  les  conséquents 

de  la  suite  (3)  par  aXb'  afin  qu^ les oonséqueots  soient 
des  lignes  et  non  des  inverses  de  lignes,  il  vient  : 
jpir-^— «s^ss^»  cherchant  une  quatrième  propor^ 

tionnelle  aux  droites  r,  a ,  et  b\  et  retranchant  de  cette 
quatrième  proportionnelle  les  droites  a'  etb\  on  obtient 
une  droite  6  qui  a  pour  expression  ~ — ^6' — a';  construi- 
sant un  triangle  PQB  avec  les  droites  9,  a'  et  b\  ce  trian- 
gle sera  semblable  au  triangle  demandé.  Abaissons  du 
point  F  uiié  perpendiculaire  sur  QR,  prenons  une  dis- 
tante Wr^sia  et  menons  HK  parallèle  à  QR,  le  triangle 
PHR  sera  égal  au  triangle  demandé. 

PROBLÈMB. 

I55i  GoBStmiro  un  triangle,  oonnaissant  l'une  des  bauteors  a' 
abaissée  sur  le  côté  a,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit,  et  le  rayon 
»  du  oercle  ax-itascrit  tangent  au  o5té  a. 

FiG.  115.  -^  Comme  la  surrace  du  triangle  demandé 
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ABC  peut  être  représentée  par  les  trois  expressions  ^, 
{a+b  +c)  5»  (j^  +  c— a)  j;  U  en  résulte  qu'en  mul- 
tipliant chacune  d'elles  par  2  on  a  aa'=z{a+b+c)  r 
=:(54-c — a)  oc,  ou^=:5±|±£=fci^.Danslapropor- 

tion  formée  par  les  deux  derniers  rapports,  la  différence 
des  antécédents  est  à  la  différence  des  coniéquents 
comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent;  donc  oq  a 
i=^  ;  d'où  5.— _a_;  et  comme  dans  cette  dernière 

proportion  les  antécédents  sont  égaux,  il  faut  que  les 
conséquents  le  soient  aussi  «  et  qu'on  ait^=^;-~;]* 
Or,  les  deoi^  cdtés  qui  comprennent  l'angle  A  sont  des 
tangentes  extérîeores  oommunm  au  cercle  inscrit  et  an 
cercle  ex*-inscrit«  et  lo  troisième  côté  est  une  tangente 
intérieure  commune  à  ces  deiïx  mêmes  cercles  ;  donc  on 
pent  dire  que  l'inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  dut 
point  de  rencontre  des  tangentes  extérieures  communes 
à  deux  cercles,  est  égale  à  la  deminiifférence  des  in- 
verses des  rayons  de  ces  deux  cercles. 

Revenons  maintenant  au  problème;  pour  qu'il  soit 
possible,  il  faut  que  la  relation  ^=l{i — ;)  existe  entre 
les  trois  quantités  a' y  r  et  a;  or,  au  moyen  detette  même 
relation,  si  Ton  connaissait  deux  des  trois  quantités  a ,  r 
et  a,  on  pourrait  connaître  la  troisième  ;  donc,  dans  le 
cas  où  cette  relation  existe,  le  problème  est  indéter- 
miné ;  car,  si  avec  les  rayons  des  deux  cercles  donnés 
on  décrit  deux  circonférences,  si  on  leur  mène  deux  tan- 
gentes extérieures  communes  et  une  tangente  intérieure 
commune,  le  triangle  résultant  satisfera  à  la  question. 
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raoBL&n. 


134.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  hauteur  abaissée  sur 
l'un  de  ses  côtés,  et  les  rayons  des  deux  cercles  ex-inscrits 
touchant  extérieurement  le&  deux  autres  côtés. 

FïG,  116.  — Soient  a  la  hauteur  connue  abaissée 
snriecôté  a,  etp  et  yles  rayons  des  cercles  ex-inscrits  tou- 
chant extérieurement  les  côtés  6  et  c.  On  a  l'égalité 

^=P^^-^-^>  =  y(£±|r:£),  ouj-=2±?^=5±*r:.  Dans 

la  proportion  formée  par  les  deux  derniers  rapports,  la 
somme  des  antécédents  est  à  la  somme  des  conséquents 
comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent;  donc  on  a 
|=g  ou  f=77î^,  et  par  suite  1-1(14. iN.  Or, 

les  deux  côtés  qui  comprennent  l'angle  A  sont  des  tan- 
gentes intérieures  communes  aux  deux  cercles  exr-in- 
scrits,  et  le  côté  qui  est  opposé  à  l'angle  Â  est  une  tan* 
gente  extérieure  commune  à  ces  deux  cercles,  d'où  il 
résulte  le  théorème  suivant  :  si  du  point  de  rencontre 
des  tangentes  intérieures  communes  à  deux  cercles  on 
abaisse  sur  une  tangente  extérieure  commune  à  ces  deux 
cercles  une  perpendiculaire,  l'inverse  de  cette  perpendi- 
culaire sera  égaleàla  demi-somme  desinverses  des  rayons 
des  deux  cercles  donnés. 

Revenons  maintenant  au  problème;  pour  qu'il  soit 
possible,  il  faut  que  la  relation  que  nous  venons  d'énon- 
cer subsiste  ;  si  elle  n'a  pas  lieu,  le  problème  est  indéter- 
miné ;  car  étant  seulement  données  deux  des  trois  quan- 
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a,  ^  et  7,  on  peut,  au  moyen  de  la  rebtion  ci- 
dessus  mentionnée,  trouver  la  troisième. 


PROBtÂHE. 

13S.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  rayons  des  trois 
cercles  ex-inscrits  à  ce  triangle. 

F16.  117.  — o^  6,  c  étant  les  trois  côtés  du  triangle, 

et  a,  |3,  }f  les  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits  au 
triangle,  sa  surface  sera  représentée  par  { a  (6+c — a), 

i  (î  (a-hc — 6),  i  y  (a+6 — c)  ;  donc  on  aura  a  (6+c — a) 
=|3(a-hc— 6)=7(a+6— c),  onti:^=e±^—S±t=£ . 

Transformons  maintenant  cette  suite  de  rapports  géomé- 
triques égaux  en  une  autre  suite  de  rapports  égaux,  mais 
tels  que  les  antécédents  soient  les  eûtes  a»  b  et  c,  et  les 
conséquents  les  droites  connues  a,  (3,  y.  D'abord  les  deux 
premiers  rapports  donnent  ^=^±|i:a,  les  deux  derniers 


donnent  ^= ^-^7=^^  et  enfin  le  premier  et  le  troisième 
donnent  ;?*-  =  ^^;  donc  il  vient  j25^=J^^=^,  ou 
JL^-.  JL=-^.  Multipliant  tous  les  conséquents  par  P7, 
il  vient  -^=-^=— ^*  Construisant  un  triangle  A' 

ffC  avec  les  droites  7+|3,^-h(3et^-+-y,  ce  triangle 

sera  semblable  au  triangle  demandé.  , 

Décrivons  les  trois  cercles  ex-inscrits  au  triangle  A' 

ÏÏC,  frmom  sur  DP  u»e  distance  DH  =y,  sur  EN  une 
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di^taiicè  É^=  p,  et  sur  Ôlf  une  distancé  Oit  =  â  ;  puis 
par  les  points  H,  Q  et  R  mënonsdès  parallèles  aux  c6tés 
du  triangles  A'B'G\  et  nousobtiendrons  le  triangle  ABC« 
qui  est  le  triangle  demandé. 


iHOBLtM. 

iSê.  GoBBtmire  un  Inangle,  oonnaissant  le  rayon  du  cMle 
inscrit,  et  deux  des  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits. 

Soient  r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  «  et  p  les  rayons 
des  deux  cercles  ex-inscrits  qui  sont  donnés,  on  aura 
la  relation  (£±|±£],.=(*±|^«  =  (?±|=*)p.  ou  iijiï 

r 

=  t±±r«=::5±E=5;  on  tire  de  cette  dernière  suite  de  rap- 

parts "égànx  k  =^  =  jj,  ott  j^  =  ^  =- ^  ; 

multipliaDt  par  «p,  il  vient  ^;s::^zsij^.   Coih 

atmisons  un  triangle  A'B'C  avec  les  droites  ^^1 — ^^  Ap>^ 
âc,  et  p  +  a,  ce  triangle  sera  semblable  au  triangle  de- 
mandé, qu'il  sera  alors  très-facile  de  construire. 


THÉORÂME. 

•  157.  Tant  de  triangles  que  Ton  voudra  placés  de  manière  que 
les  sommets  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  soient  les  mi- 
lieux des  côtés  du  triangle  précédent,  ont  tous  même  centre 
des  moyennes  distances,  ou  ce  qui  revient  au  même,  ils  <^t 
tous  même  centre  de  gravité. 

F16.  75. — Soit  par  eten&ple  le  triangle  MNP,  qui  est 
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tel  que  ses  sommets  sont  les  milieux  des  c6tés  clu  trian* 
^e  ÀBC,  je  dis  que  ces  deux  triangles  ont  même  centre 
de  gravité.  En  eOet»  joignons  ÀM,  BN  et  GP;  d'après 
un  théorème  connu  ces  trois  droites  se  coupent  en  un 
même  point  0  qui  est  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABC  ;  il  suffit  donc  de  faire  voir  que  ce  point  est  aussi 
le  centre  de  gravité  du  triangle  MNP.  Or,  les  cêtés  du 
triangle  MNP  étant  respectivement  parallèles  aux  côtés 
du  triangle  ABC,  il  en  résulte  que  les  droites  AM,  BN 
et  CP,  qui  joignent  les  sommets  de  ABC  aux  milieux 
des  c6tés  opposés,  passent  aussi  par  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  MNP.  On  peut  donc  regarder  ces  droites 
comme  étant  celles  qui  joignent  les  sommets  du  triangle 
MNP  aux  milieux  des  côtés  opposés  de  ce  triangle,  et, 
par  conséquent,  leur  point  de  concours  0  est  aussi  le 
centre  de  gravité  du  triangle  MNP  ;  le  théorème  est  donc 
dénâontré. 

fHtoiteE. 

138.  Si  Ton  joint  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  deux  à  deux, 
OB  forme  un  second  triangle  semblable  au  premier,  et  si  par 
leur  eenke  commun  des  moyennes  distances  on  mène  une 
droite  quelconque  de  manière  que  la  partie  dirigée  vers  Tun 
des  côtés  du  premier  triangle  soit  double  de  la  partie  oppo- 
sée, qui  est  dirigée  vers  le  c^té  homologue  du  second  trian- 
l^e,  les  extfémitéa  dé  oatte  droite  seront  semblablemenl  pla- 
cées par  rapport  aux  deux  triangles.  . 

FiG.  75*  — Soit  par  exemple  MNP  te  triangle  formé 
en  joignant  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC.  Par 
le  point  0,  centre  de  gravité  de  ces  deux  triangles,  on 
mène  la  droite  KH  de  manière  que  la  partie  OH,  dirigée 
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(M) 
vers  le  cdté  AC  da  triangle  ABC,  soit  double  de  la  partie 
OK  qui  est  dirigée  vers  le  côté  homologue  MP  du  second 
triangle,  et  on  va  démontrer  que  les  points  H  et  K  sont 
semblablement  placés  par  rapport  aux  deux  triangles. 
Pour  cela,  il  suffit  de  prouver  que  les  distances  du  point 
H,  aux  sommets  du  triangle  ABC,  sont  proportionnelles 
aux  distances  du  point  K  aux  sommets  du  triangle  lUNP, 
c*est-à-dire  qu'on  a  AH:KM::CH:KP::BH:KN. 

Or,  d'après  un  théorème  connu  on  a  A0;0M::2:I, 
et  d'après  l'hypothèse  on  a  0H:0K::2:I,  d'où  il  ré- 
sulte AO:OM::OH:OK.  Les  deux  triangles  AOH  et 
KOM  sont  donc  semblables  comme  ayant  un  angle  égal 
en  d  compris  entre  côtés  proportionnels,  et  par  suite 
on  a  AH:KM::A0:0M::2:I.  On  démontrerait  de  la 
même  manière  la  similitude  des  triangles  HOC  et  KOP, 
ainsi  que  celle  des  triangles  HOB  et  KON;  on  a  donc 
aussi  CH:KP::2:I  et  BH;KN::2:I. 

Comme  les  trois  dernières  proportions  ont  ijn  rapport 
commun,  il  en  résulte  AH:KM::CH:KP::BH:KN; 
c.  }•  f.  d. 

Réciproquement,  deux  points  H  et  K  semblablement 
placés  par  rapport  aux  deux  triangles  ABC  et  MNP,  et 
qui  se  trouvent  sur  une  même  droite  HOK,  avec  leur 
centre  de  gravité  commun,  divisent  cette  droite  en  deux 
segments,  dont  l'un  est  double  de  l'autre;  le  plus  grand 
segment  est  la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  qui 
se  rapporte  au  plus  grand  triangle. 

L'hypothèse,  maintenant,  est  donc  la  relation  :  AH; 
KM::CH;KP::BH:KN,  et  il  fcuit  démontrer  que  la 
distance  OH  =  2 OR. 
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Supposons  que  cela  ne  soit  pas,  et  qu'on  ait  0H'=2 
OK.  D*aprèsia  proportion  directe,  les  points  H'  et  K  se- 
ront semblablement  placés,  et  on  aura  AH'  :KM  :  :  CH'  : 
KP::BH':RN::2:I(i).Encombin4nt  cette  proportion 
avec  l'hypothèse,  il  vient  AH:AH'::CH:CH'  (2);  mais 
on  a  ACiPj\1::2:I;  la  proportion  (1)  devient  donc 
AfflKMrtCH'.-KPrtAClPM  (3).  Celte  proportion  (3) 
prouve  que  les  triangles  AH'C  et  PKAf  sont  semblables 
comme  ayant  les  côtés  homologues  proportionnels. 

D'ailleurs,  en  combinant  convenablement  les  propor- 
tions (2)  et  (3),  on  a  AH:KM::CH:KP::AC;PM, 
proportion  qui  indique  la  similitude  des  triangles  AHG 
et  PKH.  Les  deux  triangles  AH'C  et  AHG,  semblables  à 
PKM,  doivent  donc  être  semblables  entre  eux,  ce  qui  est 
absurde  ;  donc  on  ne  peut  pas  supposer  que  0U'=20K; 
donc  la  distance  OH  est  double  de  OK. 

PROBUkKB. 

«159.  Par  un  point  donné  0  dans  Vangle  donné  A,  tirer  la  ligne 
BC  de  manière  que  les  parties  OB  et  OC,  comprises  entre  le 
point  0  et  les  deux  côtés  de  i*angle,  soient  égales. 

FiG.  90  bis.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
OB=OC:  menons  par  le  point  0  une  ligne  OH  paral- 
lèle au  côté  AG  de  Tangle  donné.  Dans  le  triangue  ABG, 
la  ligne  OH  étant  parallèle  au  côté  AG,  on  aura  la  pro- 
portion OB  :  OG  :  :  BH  ;  HA,  et  comme  par  hypothèse  OB 
=0G,  il  en  résulte  que  BH  =  AH.  Ainsi,  pour  résou- 
dre le  problème,  on  mènera  par  le  point  O  une  parallèle 
OH  au  côté  AG,  on  prendra  HB = AH,  et  l'on  joindra  le 
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rnnt  B  au  point  O  ;  la  ligne  BOC  satisfera  éyidemment 
la  question. 

P&OBLÉia. 

«140.  Gopitruire  un  carré  équivalent  à  un  parallélogramme  ou  à 
un  triangle  donné. 

1*  Soit  X  le  cAté  du  carré  cherché,  b  la  base  et  ft  la 
hauteur  du  parallélogramme  donné  ;  la  surface  du  carré 
sera^,  et  celle  du  parallélogramme  sera  bxh.  Comme 
ces  deuï  surfaces  doivent  être  égales  on  aura  a:*=:  6  X  ^t 
on  b*ay.xlhj  ce  qm  indique  que  le  côt^  du  carré  de^ 
mandé  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  la  base  et 
la  hauteur  du  parallélogramme  donné. 

^  X  étant  le  cAté  du  carré  cherché,  6  et  A  étant  la 
base  et  la  hauteur  du  triangle  donné,  la  surface  du  carré 
sera  a?,  et  celle  du  triangle  jXh.  On  devra  donc  avoir 
x*=iXh,  ou  ^Ixy.xlh.  Par  conséquent  le  côté  du 
carré  demandé  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  la 
hauteur  et  la  moitié  de  la  base  du  triangle  donné* 

PftOBLÈVB. 

•  141.  Faire  sur  une  ligne  donnée  de  grandeur  P  un  rectangle 
éi}iBval6Bt  à  un  rectangle  donné. 

Soient  b  la  base  et  h  la  hauteur  du  rectangle  donné, 
et  soit  X  la  hauteur  du  rectangle  demandé.  La  surface  du 
rectangle  donné  sera  bxh,  et  celle  du  rectangle  de- 
mandé sera  j}  Xx.  On  aura,  par  censéquent,  bxA  = 
pX^  ou  plby.hlx,  proportion  qui  indique  que  la 
hauteur  du  rectangle  demandé  est  une  quatrième  pro-* 
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|»^rUopiielle  entre  la  hauteur  du  rectangle  dQDn^,  mImm 
et  la  droite  donnée. 

PROBLÈME. 

^i4SL  Faire  un  triangle  équiyaleot  à  un  polygone  donné. 

Pi«»  êS  hiê.  ^^  Soit  AfiCDE  le  polygone  donné.  Ti- 
tons  d*abord  la  diagonale  AD  qui  divise  le  polygone  en 
deuic  parties ,  dont  Tune  ADE  est  tin  triangle.  Par  le 
fioifit  E  menons  EF  parallèle  k  AD  jusqu'à  la  rencontre 
de  CD  prolongé;  joignons  AF,  et  le  polygone  ABCDE 
sera  équitalent  au  polygone  ABCF  qui  a  un  côté  de 
moins;  car  les  triangles  AED  et  AFD  ont  la  base  eom- 
lautie  Ad  ;  ils  ont  aussi  même  hauteur,  puisque  leurs 
semittieb  E  et  F  s^nt  situés  sur  une  ligne  EF  parallèle 
à  la  base;  donc  ces  triangles  sont  équivalents.  Ajoutant 
de  part  et  d'autre  la  figure  ABCD,  on  aura  d'un  côté 
le  polygone  ABCDE,  et  de  l'atitre  le  polygone  ABGF 
qui  fieront  équivalents. 

Si  Ton  tire  Maintenant  la  diagonale  AC,  si  par  le  point 
F  on  mène  FH  parallèle  k  AG  jusqu'à  la  rencontre  avec 
K  prolongé,  et  si  l'on  joint  HA,  on  obtiendra  le  trian^ 
gle  ABH  qui  sera  équivalent  an  polygone  ABCF,  et  par 
suite  au  polygone  proposé  ABGDE. 

PROBLEME. 

•445.  Faire  un  carré  qui  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence 
de  deux  carrés  donnés. 

Fi6.  127.  — Soient  p  etq  les  côtés  des  carrés  don- 
nés, et  ^  le  côté  du  carré  cherché. 


Digitized  by 


Googk 


(  96  ) 

1"*  S'il  Tant  trouver  un  carré  qui  âoit  égal  à  la  dominé 
des  deux  carrés  donnés ,  on  aura  a^=:^p*+  g*.  Or,  on  sait 
que  le  carré  construit  sur  Thypothénuse  d'un  triangle 
rectangle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  construits  sur  les 
deux  autres  côtés  ;  doncon  voit  que  le  côtéducarré  cherflhé 
est  rhypotbénuse  d'un  triangle  rectangle  dans  lequel  les 
deux  cAtés  de  l'angle  droit  sont  égaux  aux  cAtés  dea  deux 
carrés  donnés.  Pour  construire  ce  triangle  on  fait  en  un 
point  0  un  angle  droit,  on  prend  sur  les  deux  c6tés  de 
cet  angle  des  distances  OU  et  OK  respectivement  égales 
aux  cAtés  p  et  jr.des  deux  carrés  donnés,  et  on  joint  HK. 
Cette  ligne  est  égale  au  côté  x  du  carré  cherché. 

2*^  Si  le  carré  demandé  doit  être  la  différence  des  deux 
carrés  donnés  p'  et  g',  on  aura  a?=:p*^^q*  ;  par  couse- 
.  qiient,  le  c6té  du  carré  demandé  est  l'un  des  cAtés  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dans  lequel  l'hypo- 
thénuse  est  égale  à  p  et  l'autre  cdté  de  l'angle  droit  est 
égal  à  q.  Pour  construire  ce  triangle  on  fait  en  un  point 
0  un  angle  droit,  on  prend  sur  l'un  des  côtés  de  cet  an- 
gle droit  une  distance  0K=:9,  du  point  K,  avec  une 
distance  KHc:=p  ^our  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cerqip 
qui  coupe  l'autre  côté  de  l'angle  droit  en  H^  et  OH  est 

le  côté  du  carré  cherché,  car  on  a  OH'sKÎT'-^OK^' 

ou  Off=p*— g*. 

PROBI^B. 

»14i.  Ck>nstruire  un  carré  qui  soit  à  un  carré  donné  p*  dans  le 
rapport  de  deux  droites  données  m  et  n. 

Fie.  68.  — Soit  x  le  côté  du  carré  cherché,  on  devra 
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aYoir  a^lp^y.mln;  on  tire  une  droite  indéfinie  sur  la- 
quelle on  prend,  à  partir  d'un  point  A,  une  distance  AB 
=m  et  une  distance  BG=n.  Sur  la  ligne  totale  AC, 
comme  diamètre,  on  décrit  une  demi^circonférence,  et 
au  point  Bon  élève  sur  le  diamètre  la  perpendiculaire 
BH.  Du  point  H  on  mène  lescordes  AH  et  HC  qu'on  pro- 
longe indéfiniment  ;  sur  la  seconde  on  prend  une  distance 
HS  égale  au  côté  j>  du  carré  donné,  et  par  le  point  S  on 
mène  SK  parallèle  à  AG  ;  je  dis  que  HK  sera  le  côté  du 
carré  cherché;  car>  à  cause  des  parallèles  SK  et  AC,  on  a 

HK:SH::AH:CH;  donc  HK:ShV.Ah':Ch';  mais 
dans  le  triangle  rectangle  AHG,  on  a,  d'après  un  théo- 

—2        —2 

rème  connu,  AHl  GH::AB;BC::m;n;  donc  on  a 

—2      —a  —2 

IIR:SH::m:ny  mais  SH=p/  donc  on  a  HK:p':; 

min.  La  ligne  HK  est  donc  bien  égale  à  x,  c'est-à-dire 

au  côté  du  carré  cherché. 

PROBLâHB. 

«ils.  Sur  le  côté  ah^  homologue  à  AB,  décrire  un  polygone 
semblable  au  polygone  donné  ABCDE. 

Fie.  46  hi$.  —  Dans  le  polygone  donné  ABCDE  ti- 
rons les  diagonales  AC  et  AD  ;  au  point  a  faisons  l'an- 
gle cab = CAB,  et  au  point  b  faisons  l'angle  cba = CBA; 
les  lignes  ac  et  bc  se  couperont  en  c,  et  abc  sera  un  trian- 
gle semblable  à  ABC  ;  de  même  sur  ac  homologue  à  AC 
construisons  le  triangle  acd  sembhible  à  ACD,  et  sur 
ad  homologue  à  AD  construisons  le  triangle  ode  sein- 
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blable  JL  ADE.  Le  polygone  abcde  sera  semblable  au  po* 
lygone  ABCDE,  et  sera  par  conséquent  le  polygone  de- 
mandé. 

En  effet,*  ces  deux  polygones  sont  composés  d'un 
même  nombre  de  triangles  semblables  et  semblablement 
placés,  et  ils  sont  par  conséquent  semblables. 

noBLÈm. 

146.  Deux  polygones  semblables  étant  donnés,  construire  un 
polygone  semblable  qui  soit  égal  à  leur  somme  ou  à  leur  dif- 
férence. 

Soient  P  et  P^  les  deux  polygones  donnés  et  P^  le  po- 
lygone demandé;  soient  œ^  w  et  x"  trois  côtés  homolo- 
gues de  ces  trois  polygones.  Comme  il§  sont  semblables, 
leurs  surfaces  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  cô- 
tés homologues;  on  aura  donc  Vlx^llVlx^llV^lx'^. 
D'où  componendo  Pdi  F  :  x*±x'*  :  :  P'  : x*^.  Mais  par  hy- 
pothèse on  a  P''=P±P';  donc  on  doit  avoir  x*=a^±x'*. 
On  cherchera  donc  un  carré  égal  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  carrés  faits  sur  x  et  x\  et  le  côté  de  ce 
carré  sera  dans  le  polygone  cherché,  le  côté  homologue 
k  X  et  kx'  dans  les  polygones  donnés.  On  construira 
ensuite  le  polygone  demandé  par  la  problème  précé- 
dant. 

PMBukn. 

i47.  Ck>nstruire  un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné  et 
qui  soil  à  ce  polygone  dans  le  rapport  donné  de  m  à  n. 

ÇçieQt  P  le  polygone  donné,  P^  U  polygone  cberdié  ; 
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soient  Op  un  c6té  du  polygone  donné  et  ai  le  çâté  homo- 
logua dans  le  polygone  cherché.  On  devra  avoir  par 
hypothèse  V\Vy.m\n.  Mais  les  deux  polygones  étant 
semblables,  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  côtés 
homologues;  on  a  donc  V\V\\x^\x^^  et  par  saite  on 
anraa^*:a?*:;m;n,  A  l'aide  de  cette  dernière  propor^ 
tion  on  pourra  construire  a!,  et  cette  valeur  de  ^  une 
fois  connue,  i)  sera  facile  de  construire  le  polygone  4e- 
mindé* 

PROBLÂME. 

148.  Ck>ustruir^  un  polygone  seml>lahle  à  u(i  polyf  onci  domié  P 
et  équivalent  à  un  autre  polygone  donné  Q. 

Soî(  F  le  polygone  demandé.  Soient  a;  un  c4té  quel--* 
conque  du  polygone  P,  et  oi  le  côté  du  polygone  F  ho«» 
mologue  à  x.  Comme  les  polygones  P  et  P'  doivent  être 
semblables  par  hypothèse,  on  aura  P;F::aj':a;'*,  et 
comme  le  polygone  demandé  F  doit  être  équivalent  à  Q,  • 
on  aura  par  suite  P  ;  Q  :  t  oj*  ;  ic". 

Si  donc  on  désigne  par  m*  et  n*  les  carrés  équivalents 
aux  polygones  donnés  P  et  Q,  on  aura  ni?\n^\\a?\a!*\ 
d'où  il  suit  m  :  n  :  !  «  I X.  On  voit  donc  que  oi  est  une  quA« 
trièmeproportipnnelle  aux  trois  lignesconnuea  x^  n  et  m. 
Une  Cois  la  valeur  de  é  connue,  on  construira  sur  cette 
ligne  un  polygone  semblable  au  polygone  P»  et  ce  polyr 
gone  sera  de  plus  équivalent  à  Q. 

PROBLÈME. 

«  U9.  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  caivé  donné  p*, 
et  dont  les  côtés  adjacents  fassent  une  so^ime  donnée»  AB. 

Fio.  53  bts.  -—  Sur  ÂB  comme  diamètre  décrivons 
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une  demi-circonférence,  à  Textrémité  A  menons  une 
perpendiculaire  sur  ÂB,  prenons  %ur  cette  perpendicu- 
laire une  distance  AD  égale  à  p,  et  menons  par  ie  point  D 
une  parallèje  à  AB.  Du  point  E,  ou  la  parallèle  coupe  la 
circonférence,  abaissons  sur  le  diamètre  la  perpendicu- 
laire EF  ;  je  dis  que  AF  et  FB  seront  fes  côtés  du  rec- 
tangle cherché. 

Car  leur  somme  est  égale  à  AB,  et  leur  rectangle 
AF  X  FB  est  égal  au  carré  de  EF,  ou  au  carré  de  AD  ; 
donc  ce  rectangle  est  équivalent  au  carré  donné  p*. 

Scolie.  Il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible, 
que  la  distance  AD  n^excède  pas  le  rayon,  c'est-à-dire 
que  le  côté  du  carré  donné  p*  n'excède  pas  la  moitié  de 
la  ligne  AB. 

PROBLÂME. 

«  ISO.  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné  |»*, 
et  jdont  les  oAtés  adjacents  aient  entre  eux  la  différence  don- 
née AB. 

Fie.  44  bis.  —  Sur  la  ligne  donnée  AB  comme  dia* 
mètre,  décrivons  une  circonférence  ;  à  l'extrémité  du  dia- 
mètre menons  la  tangente  AD  égale  à  p  cAté  du  carré 
donné  ;  par  le  point  D  et  le  centre  0  tirons  la  sécante 
DEF  ;  je  dis  que  DE  et'DF  seront  les  côtés  adjacents  du 
rectangle  demandé* 

Car  d'abord  la  différence  de  ces  côtés  est  égale  au  dia- 
mètre EF  ou  AB,  et  ensuite  le  rectangle  DExDF  est 

égal  à  AD  ou  àp*. 
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THBOBiME. 

«151.  Dans  aa  tnangle»  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  es| 
égale  à  deux  fois  le  carré  de  la  moitié  du  troisième  côté,  plus 
deux  fois  le  carré  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  milieu 
du  troisième  côté. 

FiG.  118.  — Soit  par  exemple  le  triangle  ABC,  il. 

—a         —2  —9  — f 

fout  démontrer  qu'on  a  AB+AC  =  2BM  +  2AM. 

L'angle  AHB  du  triangle  ABM  étant  obtus,  on  a  ÂB 

=BM  +  AM+2BM  X  HH.  L'angle  AMC  du  triangle 

ACM  étant  aigu,  on  a  Aê  =  MC  +AM— 2MCxMH. 
Ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  et  remar- 
quant que  BH  =HC,  parce  que  le  point  M  est  le  milieu 

deBC,  il  vient  AB+AG=:2BM  +  2AM;c.  9. /*.  d. 

THÉORÈ11K.       ^ 

«  152.  Dans  un  triangle  quelconque  la  différence  des  carrés  de 
deux  côtés  est  égale  à  deux  fois  le  troisième  côté  multiplié 
par  la  distance  qui  sépare  le  milieu  du  troisième  côté  du  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  ce  troisième  côté. 

F16.  118.  — Soit  par  exemple  le  triangle  ABC,  il 
—2       —2 
faut  démontrer  qu'on  a  AB— AC  =:2BC  X  MH. 

—a 
L'angle  AMB  du  triangle  ABM  étant  obtus,  on  a  AB 

=BmVaH  +  2BMX  MH;  l'angle  ANC  du  triangle 

ACM  étant  aigu,  ona  AC=MC +AM— 2MCxMH; 
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retranchant  ces  deiii  égalités  membre  à  membre^  et  re- 
marquant que  BM=Md,  parce  que  le  point  M  est  le 

inilieudeBC,  il  vientÀB— AC=4BMxMH=2BG 

THÉORÈME. 

«  1K3.  Dans  un  quadHIatèra  quelconque,  la  somme  des  carrés  des 
quatre  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales, 
plus  quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
diagonales. 

FiG.  119.  —Soit  ABCD  un  quadrilatère,  M  et  N  les 
milieux  des  diagonales^  il  faut  démontrer  qu'on  a  AB 
4-BcVcdVdA==AcVbD+4MN. 

Joignons  BM,  MD  et  MN,  le  triangle  ABC  donne  AB 

— 2  ^«  •— »  —2 

+  BC=2AM  +  2BM,  le  triangle  ACD  donne  CD  + 

—4  —a  —a 

DA  =  2  AH  +  2MD.  Ajoutant  ces  deux  égalités  mem- 

—2—2  —2—2  —2 

bre  à  membre,  il  vient  AB + BG  +  CD + DA = 4  AM 

—2  —2  —2 

+  2  [BM+MD).  Hais  dans  le  triangle  BMD  on  a  BM 
+MD=2BNH-2MN,  par  suite,  il  vient  AB+BC 
-f-CD'+DA=4AMV4BN +4Mn!  Mais  AM  est  la 

—2 

moitié  de  AC,  et  BN  est  la  moitié  de  BD  ;  donc  4AM 
sAC  et4BN=BD;  on  a  donc  enfin  AB+BG  +  GD 

4-DAn=AC VbD+4MN;  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Les  diagonales  d'un  parallélogramme  se 
coupant  toujours  en  deux  parties  égales,  il  en  résulte 
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qtedans  le  cas  d'un  parallélogramme  la  ligne  MNsssO  ; 

—2 

donc  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  devient  AB 

4-  BC  -f-  CD  +  D A = AC  4-  BD,  ce  qui  prouve  que  dans 
un  parallélogramme  la  somme  des  carrés  des  cAtés  éit 
égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales. 

THÉORÈME. 

#  154.  Dans  un  quadrilatère  quelconque,  la  somme  des  carrés  des 
diagonales  est  égale  à  deux  fois  la  somme  des  carrés  des  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 

FiG.  120.  —  Soient  AC  et  BD  les  diagonales,  MNet 
PQ  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  oppo^ 
ses  d'un  quadrilatère  ABCD,  il  faut  démontrer  qu'on  a 

la  relation  AcV  BD = 2  (MnV  PQ) . 
On  sait  que  la  figure  MPNQ  est  un  parallélogramme  ; 

—2 


donc  on  a  2  (MF +PN)  =:MN  +  PQ  ;  mais  MP  =  f^ 
et  PN=^  ;  doncMP=:»^  et  PN=^*,  et  par  la  sub- 
stitution, il  vient  25Î±^  =  MN  +  PQ,  ou  ÂC+BD 

=2(MN+PQ)";  c.q.f.d. 


TnÈOttEME. 

r  155.  Dans  tout  trapèze,  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  non 
parallèles  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales, 
diminuée  du  double  rectangle  des  bases. 

FiG.  121.  —  Il  faut  démontrer  que  dans  le  trapèze 
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ABCS)  OD  a  la  relation  AG  +BD=CB'+ AD— 2AB 

XCD. 

Si  on  tire  la  ligne  MN,  qui  joint  les  milieux  des  dia- 

—2        —a        —a        —4        — 2      .  — a 

gonales,  on  aura  AC+BD  +  CD+AB=GB  +  AD 

+  4MN;  mais  on  sait  que  MN=^!^;  doù4MN= 

CD  +  AB— 2ABXGD;  donc  en  substituant,  il  vient 

AbVbD=GbVaD— 2ABXCD;  c.  q.  f.  d. 


THÉOaiMB. 

^  156.  Lorsque  deux  cordes  se  coupent  perpendiculairement  dans 
un  cercle,  la  somme  des  carrés  des  quatre  segments  est  égale 
au  carré  du  diamètre. 

FiG.  122.  —  Soient  AB  et  CD  deux  cordes  se  coupant 
perpendiculairement  dans  un  cercle,  tirons  le  diamètre 
DIH,  joignons  AD,  AH  et  GB. 

Les  deux  triangles  rectangles  AOD  et  GOB  donnent 

AD  =  AÔ  +  OD,  GB  =  OG  +  OB;  en  ajoutant  ces 

—a        —2 
deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient  AD+GB  = 

AÔ+OD  +  OG  +  OB  (1).  Faisons  voir  maintenant 
que  GB= AH  ;  l'angle  droit  AOD  a  pour  mesure  ou  la 
moitié  de  la  demi*circonférence  DAH,  ou  la  demi-somme 
des  arcs  AD  et  BG  ;  en  retranchant  la  partie  commune, 
il  reste  GB=:AH.  Cela  posé,  le  triangle  rectangle  DAH 

donne  AD  +  AH  ou  BG=DH,  et  en  combinant  cette 
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—2         -.9         —a 

dernière  égalité  avec  (1),  il  vient  AO+OD  +  OC  + 
OB=DH.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

THÉORÉVE. 

iS7.  Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  supplémentaires  sont 
entre  eux  comme  les  rectangles  des  côt^  qui  comprennent 
les  angles  supplémentaires. 

F16.  123.  —  Soient  ABC  et  AMN  deux  triangles 
ayant  en  A  deux  angles  supplémentaires,  il  faut  dé- 
montrer qu'on  a  ABC: AMN ilABxAC; AMxAN. 
Pour  cela,  on  joint  MC  et  on  obtient  ainsi  un  triangle 
AMC  qu'on  va  comparer  successivement  aux  deux  trian- 
gles ABC  et  AMN. 

D'abord  les  deux  triangles  ABC  et  AMC  ont  même 
hauteur,  parce  que  leurs  sommets  sont  en  C ,  et  leurs 
bases  AB  et  AM  sont  situées  sur  une  même  droite  ;  donc 
ils  sont  dans  le  rapport  des  bases  ;  on  a  donc  ABCl  AMC 
:  :  AB:  AM  ;  de  même  les  deux  triangles  AMC  et  AMN 
ont  même  hauteur  et  sont  dans  le  rapport  de  leurs  bases 
AC  et  AN  ;  on  a  donc  AMC  :  AMN::  AC:  AN.  En  mul- 
tipliant terme  à  terme  ces  deux  proportions,  le  triangle 
auxiliaire  AMC  disparaît,  et  il  vient  ABC:AMN::AB 
XAC:AMxAN;c.  3.  f.  d. 

PROBLiME. 

158.  Ëtant  donné  un  triangle  ABC,  on  propose  de  le  partager  en 
deux  parties  équivalentes  par  une  droite  parallèle  à  la  base 
BC. 

FiG.  124.  —  Sapposons  le  problème  résolu,  et  soit 
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MN  la  droite  demandée,  on  aura  AHN  :  ABC  :  :  1 : 2,  et 

aussi  AHN:ABG::AH:AB;  donc  on  a  AMlAB:: 
1:2.  Ainsi  AM  est  le  c6té  d'un  carré  qui  est  à  un  carré 

—2 

donné  AB  dans  un  rapport  donné  1 : 2  ;  donc  on  peut 
construire  AM,  et  le  problème  est  résolu. 


PROBLÈME. 

159.  Étant  donné  un  triangle  ÂBG  et  un  point  B  sur  le  côté  ÂB, 
on  propose  de  trouver  sur  le  côté  ÂG  un  point  E  tel,  qu*en 
joignant  £D,  le  triangle  ADE  soit  équivalent  au  quadrilatère 
EDBG. 

FiG.  125.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  E 
le  point  qui  satisfait  à  la  question,  on  a  ABC: ADE:: 
2:1  ;  les  deux  triangles  ABC  et  ADE,  ayant  un  angle 
égal  en  A,  on  a  aussi  ABG:ADE::ABxAC:ADx 
AE;  de  ces  deux  proportions  on  tire  la  suivante  :  2:1 
::ABXAC:ADXAE;  d'où  AE  =  ^^.  Ainsi,  AE 
est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  con- 
nues 2 AD,  AB  et  AG.  Construisons  cette  quatrième 
proportionnelle  ;  prenons,  à  partir  du  point  A  sur  AG, 
nne  distance  AE  qui  lui  soit  égale,  joignons  enfin  ED, 
et  le  problème  sera  résolu. 

PROBLÈME. 

160.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  propose  de  le  partager 
en  deux  parties  équivalentes  par  une  perpendiculaire  à  la 
baseBG. 

Fie.  126.  -^  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
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DK  la  perpendiculaire  demandée,  et  AH  la  hàateur. 
On  a  par  hypothèse  ÂBG:DKC  :  :  2: 1  ;  mais  les  trian- 
gles ABC  et  DKG  ont  un  angle  égal  en  G  ;  donc  on  a 
aussi  ABG  :  DKG  :  :  AG  X  BG  :  GD  X  GK,  et  par  suite  GB 
X  AG  :  GD  X  GK  :  :  2 : 1  (1  ) ,  proportion  dans  laquelle  se 
trouvent  deux  inconnues  CD  et  GK. 

Or«  les  triangles  AHG  et  GKD  sont  semblables  ;  donc 
AC:CH::GK:GD;d'oùGK  =  ^^;  portant  cette  va- 
leur de  CKdans  (1),  il  vient  GBxAGli^^  ::2;l, 

ou  CBXCH:GD::2:1.  Soit  p*=GBxGH,  on  aura 

p*: CD  :  :  2;  1,  et  on  voit  que  GD  est  le  cété  d'un  carré 
qui  est  à  un  carré  donné  dans  un  rapport  donné  ;  donc 
on  peut  déterminer  CD,  et  le  problème  est  résolu. 

PROBLÈME. 

f  M.  Trouver  une  droite  qui  soit  à  une  droite  donnée  m,  dans 
le  rapport  de  deux  carrés  donnés  p*  et  q*. 

Fie.  127.  —  Soit  X  la  ligne  cherchée,  on  doit  avoir 
xlm::p*lf. En  un  point  0  traçons  un  angle  droit,  pre- 
nons sur  les  c6tés  de  cet  angle  des  distances  OH  et  OK 
égales  aux  côtés  pet  q  des  carrés  donnés,  joignons  HK 
et  menons  OA  perpendiculaire  sur  HK  ;  d'après  un  théo- 

rème  connu  on  aura  AH:AK::OH  ou  p':OK,  ou  g'; 
donc  on  voit  que  si  AK  était  égal  à  la  ligne  donnée  m, 
AH  serait  égal  à  x,  et  serait  par  conséquent  la  droite 
cherchée.  Au  point  0  menons  donc  sur  OA  une  per- 
pendiculaire 01 =m,  puis  par  le  point  I  menons  IB  pa- 
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nllèle  à  OÂ,  et  enfin  par  le  point  B  menons  BD  paral- 
lèle à  HK;  on  aura  évidemment  AH:AK::GD:BC 
ou  m,  et  par  suite  CD:m  :  ip^Ig*  ;  donc  CD  est  la  ligne 
demandée. 

PROBLÈME. 

162.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  sont  BG=a,  AC=b,  et  AB 
=K  «••+-*•— S,  <>°  demande  la  valeur  de  l'angle  G  opposé  au 
côté  AB. 

FiG.  128. — Le  carré  du  côté  ABétantpIus  petit  que  la 
somme  des  carrés  des  deux  autres  cAtés  du  triangle  ABC, 
il  en  résulte  que  Tangle  C,  qui  est  opposé  au  côté  AB, 
est  uu  angle  aigu.  Construisons  donc  un  triangle  ABC 
dans  lequel  TangleC  soit  aigu^  et  abaissons  AH  perpen- 
diculaire sur  BC  ;  d'après  un  théorème  connu  on  aura 

Ab'isAc'+BC— 2BCXCH  ou  a'+6"— a6=a*+6* 
— 2aXCH;d'où— a6=— 2aXCH,  ouCH=^.  Soit 
M  le  milieu  de  AG=6,  et  joignons  HH.  On  sait  que 
MH=~=:5,  de  sorte  que  le  triangle  MCH  est  équila- 
téral,  et  par  conséquent  Tangle  G  opposé  aucôtéAB= 
l^a'+6* — àb  est  égal  è  |  d'angle  droit. 

PROBLÈME. 

163.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  sont  BC=a,  AG=:6  et  AB 
=:y  a^^b^-Hibi  en  demande  la  valeur  de  Vangle  G  opposé  au 
côtéAB. 

FiG.  129.  —  Le  carré  du  côté  AB  éteint  plus  grand 
que  la  spmme  des  carrés  des  deux  autres  cAtés  du  trian- 
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gle  ABC,  il  en  résulte  que  l'angle C,  qui  est  opposé  au 
cAté  AB,  est  un  angle  obtus.  Construisons  donc  un 
triangle  ABC  dans  lequel  Tangle  C  soit  obtus,  et 
«baissons  AH  perpendiculaire  sur  BC  ;  d'après  un  théo- 
rème connu  on  aura  AB=AG+BC  +  2BC  X  CH, 
oao'+6*+a6=aV6*+2aXCH;d'oùCH  =  |.  Pre- 
nons le  point  M,  milieu  de  AG,  et  joignons-le  au  point  H. 
On  sait  que  MH=x=ii  ^^  ^i^  V^^  le  triangle  MCH 
est  équilatéral,  et  par  suite  l'angle  HCM=f';  donc 
l'angle  C,  supplément  de  l'angle  HGM=2'—  f = 1  d'an- 
gle droit. 

THiOBiHE. 

164.  Bans  un  triangle  quelconque  ABC,  le  rectangle  de  deux 
côtés  AB  et  AG  est  égal  au  rectangle  construit  sur  le  diamètre 
du  cercle  circonscrit,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met A  sur  le  troisième  côté. 

Fio.  130.  — Pour  le  démontrer,  on  tire  le  diamètre 
CD  et  on  joint  AD,  les  deux  triangles  rectangles  ADC 
et  ABH  sont  semblables,  parce  que  l'angle  ADC  =  ABH 
comme  angles  inscrits  dans  le  même  segment  AG  ;  donc 
on  a  DG:AB::AG:AH;  d'où  ABxAG=DCxAH; 
c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Si  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'é- 
galité ABX  AG =DG  X  AH  par  la  même  quantité  BG, 
onaora  ABxAGxBG=DGxAHxBC;  or,DG=a 
fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et 
BCx  AH  est  le  double  de  la  surface  de  ce  triangle  ;  donc 
le  produit  des  trois  câtés  d'un  triangle  est  égal  à  sa  sor-^ 
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face  multipliée  par  quatre  fois  le  rayon  da  cercle  circon- 
scrit. > 

i68.  Dans  un  triangle  quelconque  Â6C,  si  on  divise  un  angle  A 
en  deux  parties  égales^  le  rectangle  des  deux  cdtés  qui  com- 
prennent Tangle  divisé  est  égal  au  carré  de  la  bissectrice, 
plus  le  rectangle  construit  sur  les  deux  segments  déterminés 
par  la  bissectrice  sur  le  troisième  côté. 

Fi6.  131.  —  Il  faut  démontrer  qu'on  a  ABX  AC=r 

AM  +BMXMC.  On  joint  CD,  iea  triangle  ABU  e| 
DAC  sont  semblables;  donc  AB:AD::AH:AG;  d'o« 

ABXAC=AMXAD=AM  (AM+MD)=AM+AM 
XMD;  mais  on  sait  que  AMxMD=BMxMC;  donc 

ena  ABxACsAM+BHxMG;  o.  q.  f.  d. 

THÉORÂME. 

id6.  I>ans  un  triangle  quelconque  ABC,  si  on  joint  le  sommet  A 
à  un  point  H  quelconque  de  la  base,  on  aura  AH  xBC= 
AC  X  BH+ AB  X  HC— BH  X  HC  X  BC. 

Fi6.  132.  —  En  effet,  abaissons  la  perpendiculaire 

AK  sur  la  base,  on  aura  AC  =  AH +HC— 2HC  XHK 

et  AB= AH4-BH  +  SBH  X  HK.  Multipliant  la  pre* 
mière  de  ces  égalités  par  BH,  et  la  seconde  par  HC,  il 

vient    A?xBH=AHxBH+hÏxBH— 2HCX 
HK XBH,  AB  X HC=AÎH X HC+BÎIX HC-4-aHC 
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XHK  XBH  ;  ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  éga- 
lités ,  il  vient  A?X  BH + AB  X  HC = AH  X  (BH  -I- 

hc)-i-hcxbhh-bhxhc,  ouACxBH-I-ABx 

HC= Ah'x  BC+  HC  X  BH  (HC+BH).  ou  enfin  AC 

—2  —2 

XBH+ABxHCsAHxBG+CHxBHxBC;d'oà 

AHXBG=AC  X  BH+AB  X  HC— BHxHCxBC; 
c.  f .  /•  d. 

Corollaire  1  •  Si  on  suppose  que  le  point  H  soit  le  mi- 
Neo  dm  la  base  BG,  on  aura  BH=HG  et  BG=aBII.  En 
introduisant  cette  hypothèse  dans  la  formule  que  nous 

venons  de  trouver,  il  viendra  2 AH  X  BH= AG  X  BH 

+AÎBXBH— 2BHXBH,  ou  2ABf=AcVAB— 

—2  —2  —2  —2  —2 

2BQ,  ou  AG+AB=2AU  +  2BH;  nous  retombpq» 
ainsi  sur  ce  théorème  :  dans  un  triangle  la  somme  des 
carrés  de  deux  cAtés  est  égale  à  deux  fois  le  carré  de  la 
moitié  du  troisième  cété,  plus  deux  fois  le  carré  de  la 
droitq  qui  joint  le  milieu  du  troisième  côté  au  sommet 
ds  l'angle  opposé. 

Corollaire  2.  Si  dans  un  triangle  ABG  on  divise  l'an- 
gle A  en  deux  parties  égales,  le  rectangle  des  deux  côtés 
qui  comprennent  l'angle  divisé  est  égal  au  carré  de  U 
bissectrice,  plus  le  rectangle  construit  sur  les  deux  seg- 
ments déterminés  par  la  bissectrice  sur  le  troisième  côté, 

c'est-A-dire  qu'on arABx  AG=AH+BHXHG. 
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En  effet,  AH  étant  la  bissectrice  de  Tangle  Â,  on  a 

bh;hg::ab:ac;  d'oùBH;BH+HC,  ouBC::ab: 

AB+AC,  HC:BH+HC,  ou  BC::AC:AB+AC  ;  on 

tire  de  ces  proportions  BH=|^,  HC=^J^;  rem- 

— t 
plaçant  BH  et  HC  par  ces  valeurs  dans  la  formule  AH 

XBC=ACxBH  +  Ab'xHC— BHXHCXBC,  il 

fient  AHxBC===ACXÎS^+AB'x^^êS&— BHX 
HC  X  BC  ;  divisant  les  deux  membres  par  BC,  et  met- 
tant dans  le  second  membre  ^^  en  facteur  commun, 

il  vient  AH=^c  (AC  + AB)— BH  XHC,  ou  AH 

=  AB  X  AC— BH  X  HC;  d'où  AB  X  AC=AH +  BH 
XHC;  c.q.f.d. 

Corollaire  3.  Supposons  le  triangle  ABC  isocèle,  on 

—a  -4 

aura  AB=:AC;,  et  la  formule  devient  AH  X  BC=AB 

(BH+HC)— BHXHCXBC,  ou  AHxBCsAb'xBC 
— BHxHCxBC.  Divisant  les  deux  membres  par  BC, 

il  vient  AH=AB—BHxHC;  d'où  A^=AhVbH 
X  HC  ;  c'est-à-dire  que  dans  ua. triangle  isocèle  le  carré 
d'un  c6té  est  égal  au  carré  d'une  droite  quelconque  me- 
née du  sommet  sur  la  base,  plus  le  rectangle  construit 
sur  les  deux  segments  que  cette  droite  détermine  sur  la 
base. 
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THioaiME. 

167.  Si  on  joint  un  point  0  quelconque  du  plan  d'un  triangle 
ABC  aux  trois  sommets  par  les  droites  ÂO,  BO,  OC,  si  par  les 
milieux  de  chaque  côté  du  triangle  on  mène  une  parallèle  à 
la  droite  qui  joint  le  sommet  de  Tangle  opposé  au  point  0, 
les  trois  droites  qu'on  obtient  ainsi  se  coupent  au  même  point 
0*,  et  chacune  d'elles  est  égale  à  la  moitié  de  la  ligne  à  laquelle 
elle  a  été  menée  parallèle. 

Nous  allons  examiner  deux  cas  :  1^  le  point  donné  O 
est  dans  l'intérieur  du  triangle  ;  2^  il  est  extérieur  au 
triangle. 

FiG.  133.  — Premier  cas.  Joignons  le  point  O  aux 
trois  sommets  ;  par  les  points  D,  £  et  F,  milieux  des  cô- 
tés ÂB,  BC  et  AC,  menons  des  parallèles  aux  droites  OC, 
AO,  BO,  et  démontrons  que  ces  parallèles  se  coupent 
en  un  même  point  O'.  Pour  cela,  joignons  deux  à  deux 
les  trois  points  D,  £,  F,  les  triangles  BOC  et  DOT  sont 
semblables  comme  ayant  les  côtés  parallèles  ;  donc  on  a 
la  proportion  BC:DF::BO:0'F:;OC:0'D;  mais  DF 
est  la  moitié  de  BC  ;  donc  O'F  est  la  moitié  de  BO ,  et 
O'D  est  la  moitié  de  0(].  De  même  les  triangles  AOB 
et  O'EF  sont  semblables  comme  ayant  les  côtés  paral- 
lèles, et  donnent  la  proportion  AB  :  EF  :  :  AO  :  O'E  :  :  OB 
:0T;  mais  EF  est  la  moitié  de  AB;  donc  O'E  est  la 
moitié  de  OA,  et  O'F  est  la  moitié  de  OB.  On  voit  donc 
qne  les  trois  droites  EO'  DO'  et  FO'  se  coupent  toutes 
les  trois  mutuellement  en  parties  égales  chacune  à  la 
moitié  de  leurs  parallèles  AO,  OC  et  BO;  donc  elles  se 
coupent  en  un  mèngie  point  O'. 

FiG.  134.  —  Deuxième  cas.  Si  le  poiiit  O  est  exté- 
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rieur  aa  triangle  ÀBC,  le  théorème  est  encore  vrai,  et  la 
démonstration  en  est  la  même  ;  mais  alors  il  pent  arri- 
ver que  le  point  O'  soit  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC, 
ou  A  l'extérieur  de  ce  même  triangle. 

PiG.  135.  — Discussion.  Si  la  droite  AO  était  paral- 
lèle à  BC,  alors  EO'  se  confondrait  avec  BC,  et  le  point 
O'  se  trouverait  sur  le  côté  BC. 

FiG.  136.  —  Si  la  ligne  OA  était  en  même  temps 
parallèle  à  BC  et  égale  à  BC,  la  figure  ABCO  serait  un 
parallélogramme,  FO'  se  confondrait  avec  FB  et  serait 
la  moitié  de  OB.  Les  trois  droites  FO\  ECf  et  DO'  se 
repcontreront  alors  au  sommet  B. 

V\G.  137,  —  Si  le  point  O  était  situé  sur  un  des  oA- 
tés  AC  du  triangle,  alors  le»  lignes  AO  et  OC  étant  le 
prolongement  l'une  de  l'autre,  il  en  Mgra  de  même  de 
DO'  et  0'£,  et  alors  il  est  clair  que  les  trois  droites  se 
couperont ,  puisque  deux  d'entre  elles  n'en  forment 
qu'une,  et  que  la  troisième  ne  peut  être  parallèle  à  au- 
cune des  deux  autres.  t 

Enfin,  si  le  point  O  est  le  sommet  d*un  des  angles  du 
triangle  AB(C,  le  théorème  n'existe  plus. 

THÉORÈME. 

168.  Si  d*un  point  0  extérieur  à  un  parallélogramme  ABGD  on 
mène  des  droites  à  tous  les  sommets,  le  triangle  OBD  qui  a  la 
diagonale  pour  base  est  égal  à  la  somme  des  triangles  OBA  et 
OBG  qui  ont  pour  bases  les  côtés  qui  comprennent  Taoï^e  où 
aboutit  la  diagonale.  Si  le  point  0  est  intérieur  au  parallélo- 
gramme, ou  bien  s'il  est  situé  dans  Tune  des  régions  p  ou  ^ 
le  triangle  OM)  sera  égal  à  la  difilérenee  des  triangles  0DG  el 
OBA. 

FiQ.  13$ framtir  coi-  U  point  O  est  extérieur 
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a^  parallélogramme^  il  faut  démontrer  qu'on  a  OBD= 
OBA+OBC. 

Les  triangles  OBD,  OÂB  et  OBC  ont  même  base  OB, 
il  faut  donc  faire  voir  que  la  hauteur  DH  du  triangle 
OBD  est  égale  à  la  somme  des  hauteurs  ÂK  et  CN  des 
triangles  ÂBO  et  OBC.  Or,  si  par  le  point  A  on  mène 
une  parallèle  à  OB  jusqu'à  la  rencontre  de  DH  en  M, 
on  aura  AK^=MH,  et  il  suffira  de  démontrer  qu'on  a 
CN=DM.  Les  deux  triangles  rectangles  DAM  et  CBN 
sont  éganxi  parce  que  AD=BC,  et  l'angle  DAM^  CBN , 
comme  ayant  les  cAtés  parallèles  ;  donc  DM=:CN  ;  par 
sniteDH=AK+CN,  et  letriangle  ODB=OAB4-OBC  ; 
c.  q.  f.  (I. 

FiG.  139.  -— *  DitÂonème  ca^.  Supposons  le  point  O  si- 
tué dans  l'intérieur  du  parallélogramme,  il  faut  prouver 
qu'on  a  OBD=OAB— OCB.  Les  trois  triangles  OBD, 
OBC  et  OAB  ont  même  base  OB  ;  il  suffit  donc  de  dé- 
montrer qu'il  existe  entre  les  hauteurs  DH,  AK  et  CN 
de  ces  trois  triangles,  la  relation  DH= AK — CN.  Par 
le  point  D  menons  DM  parallèle  à  OB,  on  aura  DH  = 
MK,  et  comme  les  triangles  AMD  et  BCN  sont  égaux,  il 
en  résulte  que  AM=CN  ;  donc,  puisqu'on  a  AK:=;MK 
+AM,  on  aura  AK=DH+CN,  ou  DH=AK— CN, 
et  par  suite  0BD=:OAB— OBC  ;  c.  q.  f.  d. 

PROBLÂBtE. 

^  199.  Étant  donnés  trois  points  Â,  B,  G,  décrire  une  circonférence 
qui  passe  par  les  poiats  B  et  C,  et  telle  que  la  tangente,  menée 
par  le  troisième  peint  A  à  cette  dreonlérenee,  soit  d'une  lon- 
gueur donnée*.^ 

Fie.  140*  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  O 
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la  circonférence  demandée,  la  tangente  KK  sera  égale 
à  a.  Or,  si  Ton  joint  AB,  cette  ligne  coupe  la  circonfé- 
rence en  D,  et  on  a  AB;AIC::AR;AD;  donc  AD  est 
une  troisième  proportionnelle  aux  lignes  connues  AK 
ou  a  et  AB.  On  peut  la  construire,  et  ou  obtiendra  la 
position  du  point  D  en  prenant  sur  la  ligne  AB,  qui  joint 
les  points  donnés  A  et  B,  une  distance  AD  égale  à  cette 
troisième  proportionnelle.  On  n'aura  plus  alors  qu'à  faire 
passer  une  circonférence  par  les  trois  points  B,  C  et  D, 
et  cette  circonférence  répondra  évidemment  à  la  ques- 
tion. 

PROBLÈME. 

/  170.  Étant  donnés  un  angle  0,  un  point  K  dans  Tangle,  et  une 
droite  PQ  de  position»  on  propose  de  décrire  du  point  K  comme 
<  centre  une  circonférence  qui  coupe  les  deux  cùtè&  de  Fangle 
suivant  une  corde  CD  parallèle  à  PQ. 

FiG.  141 .  —  Supposons  le  problème  résolu-;  soit  KC 
la  circonférence  demandée,  la  ligne  CD  sera  alors  pa- 
rallèle à  PQ.  Or,  KC  étant  égal  à  KD,  il  en  résulte  que 
si  l'on  joint  le  point  H,  milieu  de  CD,  au  point  K,  cette 
ligne  KH  sera  perpendiculaire  à  CD,  et  par  suite  à  PQ; 
donc  le  point  H  se  trouve  déjà  situé  sur  une  perpendi- 
culaire à  PQ,  menée  par  le  point  K.  Supposons  main- 
tenant que  par  le  point  K  on  mène  une  ligne  AB  paral- 
lèle à  PQ,  et  qu'on  joigne  OH,  cette  ligne  passera  par 
le  point  M  milieu  de  AB  ;  donc  le  point  H  est  aussi  si- 
tué sur  la  ligne  OM  qui  joint  le  sommet  de  l'angle  au 
milieu  de  la  ligne  AB.  Le  point  H  est  donc  parfaitement 
déterminé.  Par  ce  point  on  n'a  donc  plus  qu'à  mener 
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une  parallèle  à  PQ,  çt  qai  coupe  les  côtés  de  Tangle  O 
en  C  et  D  ;  il  est  clair  qae  si  du  point  K  comme  centre, 
avec  KC  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence,  elle 
répondra  à  la  question. 

PRCBLÈMB. 

•  171.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  Tangle  au 
sommet,  et  le  rapport  des  deux  autres  côtés  m  :  n. 

FiG.  142.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé,  on  aura  ABlAC:  :  min,  et  de 
plus  le  sommet  A  se  trouve  sur  un  segment  capable  de 
Tangle  du  sommet  et  décrit  sur  la  base  BC. 

Cela  posé,  si  Ton  divise  Fangle  A  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  AHM,  on  aura  AB:AC::BH;HC, 
et  par  suite  BH;  HC  :\m*.n.  Par  conséquent,  on  obtien- 
dra le  point  H  de  la  bissectrice  en  divisant  la  base  BC  en 
deux  parties  dans  le  rapport  de  m  à  n.  D'ailleurs  l'arc 
BM:=MC,  puisque  AM  est  la  bissectrice  de  Tangle  du 
sommet  ;  donc  on  obtiendra  le  point  M  de  la  bissectrice 
en  divisant  l'arc  BC,  qui  est  connu,  en  deux  parties 
égales.  On  voit  donc  qu'on  obtiendra  la  bissectrice  en 
joignant  les  deux  points  M  et  H,  et  l'intersection  de 
cette  ligne  MH  avec  le  segment  donnera  le  sommet  A  ; 
en  joignant  ensuite  AB  et  AC,  on  obtiendra  le  triangle 
demandé  ABC. 
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PlOBLiU. 

i72.  Étant  donnés  deux  pandléles  ÂB  et  □>  coupées  par  une 
sécante  ÂG,  et  un  triangle  PQR^  placer  ce  triangle  de  manière 
qu'il  ait  un  sommet  sur  chaque  parallèle  et  sur  la  sécante. 

FiG.  143.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
MNS  un  triangle  égal  au  triangle  donné  PQR  et  ayant 
un  sommet  sur  chaque  parallèle  et  sur  la  sécante.  Pr&-' 
nons  sur  CD  un  point  r  quelconque ,  et  menons  rp  par- 
rallète  à  MS,  nous  aurons  rpr=MS=RP.  Par  le  point  p 
menons  pq  parallèle  à  SN ,  et  par  le  point  N  menons 
Nf  parallèle  à  AB,  nous  aurons  évidemment  pq=zSfi 
=PQ,  et  l'angle  gpr  égal  NSM=QPR.  Par  conséquent, 
si  Ton  joint  qr,  on  obtiendra  un  triangle  pqr  qui  sera 
égal  à  NSM,  et  par  suite  à  PQR  ;  de  Tégatité  des  trian- 
gles pqr  et  MSN  il  résulte  qne  Tangle  jpr^sSMN,  et 
comme  les  angles  prC  et  SMC  soiit  égaux,  il  s'ensnit  que 
Tangle  qrC,  diflférence  des  deux  angles  prC  et  prg,  est 
égal  à  l'angle  NMC,  diflTérence  des  angles  SMC  et  SMN  ; 
donc  enfin  qr  est  parallèle  à  MN. 

De  cette  analyse  il  résulte  la  construction  sarrante  : 
d'nn  point  r  quelconque  de  CD,  avec  PR  ponr  rayon, 
on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  AB  en  p.  Au  point  p 
on  mène  une  ligne  pq  qui  fasse  avec  rp  un  angle  qpr 
==:QPR.  On  prend  pg=PQ,  on  joint  qr.  Le  triangle  pfr 
est  bien  égal  au  triangle  donné  PQR.  Par  le  point  q  on 
mène  jN  parallèle  à  CD,  et  par  le  point  N  on  mène  NM 
parallèle  à  qr  et  NS  parallèle  à  qp.  On  joint  MS,  et  le 
triangle  SNM  satisfait  évidemment  à  la  question,  puis- 
qu'il est  égal  à  pqr,  et  par  suite  à  PQR. 
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PROBUblB. 

i73.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B ,  une  droite  PQ  de  posi- 
tion, et  une  circonférence  0  de  grandeur  et  de  position,  on 
propose  de  décrire  une  circonférence  qui  passe  par  les  deux 
poitttB  et  qui  coupe  la  circonférence  donnée  suivant  une  corde 
faisant  avec  la  droite  donnée  PQ  un  angle  donné  «. 

FiG.  144.  —  Supposons  le  problème  résolu,  soit  1  la 
circonférence  demandée,  et  CD  la  corde  d'intersection 
de  cette  circonférence  avec  la  circonférence  donnée  O. 
Par  hypothèse,  CD  fait  avec  PQ  un  angle  égal  à  cl  ;  donc, 
si  on  mène  une  ligne  PK  faisant  avec  PQ  uu  angle  égal 
à  a,  PK  sera  parallèle  à  CD.  Or,  on  sait  que  lorsque  deux 
circonférences  se  coupent,  la  ligne  des  centres  est  per- 
pendiculaire sur  la  corde  commune  ;  donc  OI  est  per- 
pendiculaire sur  CD,  et  par  suite  sur  PK  ;  le  centre  I 
de  la  circonférence  cherchée  se  trouve  donc  déjà  sur  une 
perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  ligne  PK, 
et  comme  il  doit  aussi  se  trouver  sur  la  perpendiculaire 
élevée  par  le  point  M,  milieu  de  la  droite  AB  qui  joint 
les  deux  points  donnés,  il  en  résulte  qu'il  est  parfaite- 
ment déterminé,  et  que  le  problème  est  résolu. 

TBÈORÂMB. 

174.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  le  rectangle  des  diagonales 
est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés. 

FiG.  145.  —  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit,  il 
faut  démontrer  qu'on  a  la  relation  ACxBD=AI)X 

bch-abxcd. 
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Pour  cela,  prenons  l*arc  BH=:CI),  joignons  AH  et 
BH.  Lés  triangles  BAI  et  CAD  sont  semblables  ;  donc 

ab:ac::bi:cd;  d'où  abxci)=acxbi  (i). 

Les  triangles  BAC  et  lAD  sont  semblables  ;   donc 

bc:id::ac:au,  d'où  bcxad=acxid  (2). 

Ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2), 
il  ♦ient  ABXCD+BCXAD=ACXIB+ACXID  = 
AC  (IB-|-ID)=  ACXBD;  c.  q.  f.  d. 

THÈORÉMB. 

17N,  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  les  diagonales  sont  entre 
elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui  abou- 
tissent à  leurs  extrémités. 

FiG.  145. — SoitÂBCDun  quadrilatère  inscrit ,  il  fant 
démontrer  qu'on  a  ^  =aIsc^xS*  P^^^  <^1a«  ^^  prend 
Tare  BHi^CD,  et  Ton  joint  AH;  les  deux  triangles 
semblables  BAI  et  CAD  donnent  la  proportion  ABlAC 
::Al;AD,d'oàAC.AI=:AB.AD. 

Le  triangle  BIH,  semblable  à  lAD,  sera  semblable  à 
BAC.  et  donnera  la  proportion  AC;BH:;BC:IH;  d'où 
il  résulte  AC.IH  =  BH.BC;  et  à  cause  de  BH= CD, 
AC.IH  =  CD.BC. 

Ajoutant  les  deux  résultats,  et  observant  que  AC.AI 
+AC.IH  se  réduit  à  ACxAH,  on  aura  ACxAH  = 
AB.  AD+BC.CD  (1).  Si  on  eût  pris  AM  =  CD,  et  qu'on 
eût  tiré  BKM,  on  aurait  trouvé,  par  des  raisonnements 
semblables,  BD.MB=AB.BC+AD.CD  (2).  Mais  l'arc 
ÀM  étant  égal  à  BH,  si  on  ajoute  de  part  et  d'autre  l'arc 
AB,  on  aura  l'arc  BAM=:  ABH  ;  donc  la  corde  BM  est 
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égale  h  la  eorde  AU.  Si  donc  on  divise  l'une  par  l'autre 
k»  deux  égalités  (1)  et  (2),  on  aura  |g=4fel^K; 
€.  q.  f.  d. 

THiOREME. 

176.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  si  on  divise  un  angle  G 
ou  son  sui^lément  en  deux  parties  égales,  on' détermine  sur 
le  côté  opposé  un  point  tel,  que  ses  distances  aux  extrémités 
de  ce  côté  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  deux  autres 
côtés  du  triangle. 

FiG.  168.  —  Supposons  d'abord  qu'on  divise  l'angle 
\CB  en  deux  parties  égales  par  la  droite  CD,  et  démon- 
trons qu'on  a  AD:DB::AC:CB. 

Les  deux  triangles  ACD  et  CDB  peuvent  être  regar- 
dés comme  ayant  leur  sommet  commun  en  C,  et  leurs 
bases  AD  et  DB  sont  alors  sur  une  même  ligne  droite  ; 
donc  ils  ont  même  hauteur,  et  on  a  ACD:DCB::AD 

;db. 

Les  deux  mêmes  triangles  peuvent  être  regardés 
comme  ayant  leur  sommet  en  D,  et  il  est  clair  qu'alors 
ils  ont  même  hauteur ,  car  le  point  D  appartenant  à  la 
bissectrice  CD  se  trouve  à  égale  distance  des  bases  AC 
et  CB  ;  donc  ces  triangles  sont  dans  le  rapport  de  leurs 
bases,  et  on  a  ACDlDCB  :  :  AC;CB. 

Les  deux  proportions  ci-dessus  ayant  un  rapport  com« 
mui>,  il  s'ensuit  que  les  deux  autres  rapports  sont  en 
proportion;  d'où  AD:DB::AC;CB. 

Supposons  maintenant  qu'on  divise  le  supplément  de 
l'angle  .\CB  en  deux  parties  égales  par  la  droite  Cl,  et 
démontrons  qu'on  a  AIlBI  ;  :  AC:CB. 
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Le9  deux  triangles  AGI  et  BGI ,  ayant  un  sommet  eôm- 
nron  en*C,  et  leurs  bases  AI  et  BI  sur  une  même  droite, 
ont  même  hauteur  et  sont  dans  le  rapport  de  leurs  bases  ; 
donc  on  a  AGI  :  BGI:  :  AI  :  BI. 

Les  deux  mêmes  triangles  pouvant  être  regardés 
comme  ayant  un  sommet  commun  en  1,  ont  même  hau-* 
teur  ;  car  le  point  I,  étant  situé  sur  la  bissectrice  GT,  est 
à  égale  distance  des  bases  AG  et  BC;  donc  on  a  AGI: 

BGi::AG:GB. 

Les  deux  proportions  que  nous  venons  d'écrire  ayant 
un  rapport  oommun ,  on  en  tire  comme  conséquence  la 
suivante  :  Allfil  :  :  AGtGB;  ce  qui  achève  de  démontrer 
le  théorème  énoncé. 

Réciproquement,  si  on  prend  sur  le  o6té  Afi  d'un  trian- 
gle AGB,  ou  sur  son  prolongement  un  point  D  tél^  que 
ses  distances  aux  extrémités  de  ce  côté  soient  entre  elles 
dans  le  rapport  des  deux  cAtés  du  triangle,  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  sommet  G  est  la  bissectrice  de  l'angle  G 
eu  de  son  supplément. 

Supposons  qu'on  ait  AD  :  DB  ;  :  AG  ;  GB ,  et  démontrons 
que  CD  est  la  bissectrice  de  l'angle  G.  En  effet,  si  GD 
n'estpai  la  bissectrice  de  l'angle  G,  soitGD'  cette  bissec- 
trice, on  aura  hD'l^h::  AGiGB.  Par  suite,  à  cause  de 
l'hypothèse,  on  aura  AD:DB::AD':D'fe,  ou  j|^  =  ^, 
égalité  évidemment  fausse,  puisque  si  le  premier  mem- 
bre est  >1«  le  second  sera  <1,  et  tice  ver$à;  donO  GD 
est  bissectrice  de  l'angle  G;  c.  9.  /.  il. 
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PROBLiHB. 

177.  Déterminer  sur  la  base  ou  sur  le  prolongement  de  la  base 
d^un  triangle,  un  point  tel,  que  la  distance  de  ce  point  au  som- 
met du  tHangle  soit  moyenne  proportionnelle  entre  ses  dis- 
tances aux  eitrémilés  de  la  base. 

li  y  a  trois  cas  à  examiner,  suivant  (jue  l'angle  du 
sommet  est  droit,  aigu,  ou  obtus. 

1^  Si  l'angle  du  sommet  est  droit,  le  point  demandé 
est  l'endroit  où  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
sur  la  base  rencontre  cette  base  ;  en  effet,  on  sait  que  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  sur  l'hypothénuse  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  qu'elle  détermine 
sur  l'hypothénuse. 

FiG.  146.  —  2^  Supposons  que  l'angle  A  du  triangle 
donné  ABC  soit  aigu.  Soit  M  le  point  demandé  ;  si  l'on 

—2 

joint  MA,  il  faut  qu'on  ait  MA=MBxMC.  Or,  on  sait 
que  la  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  et  sa  partie  extérieure  ;  si  donc  on  circonscrit  un 
cercle  au  triangle,  et  si  au  point  A  on  mène  une  tangente 
à  ce  cercle,  le  point  où  cette  tangente  ira  rencontrer  la 
base  sera  le  point  demandé. 

Il  est  bon  de  remarquer  ici  que  la  tangente  AM  va 
rencontrer  Fa  base  BC  à  la  gauche  du  plus  grand  cMê 
AC.  En  effet,  la  droite  AM  étant  une  tangente,  il  en  ré- 
solte  que  l'angle  MAO  est  droit;  or,  si  du  point  A  on 
abaisse  sur  fa  droite  fiC  une  perpendiculaire  AN,  l'angle 
ANM  seta  droit  ;  la  sotnne  ieê  angles  A^fM  et  MAN  est 
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donc  plus  petite  que  deux  droits  ;  donc  la  rencontre  aura 
lieu  à  la  gauche  de  AN,  et  par  conséquent  à  la  gauche 
de  AC. 

3^  Si  Tangle  au  sommet  du  triangle  est  obtus,  on  fera 
la  même  construction  que  dans  le  cas  précédent. 

Discusston.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il 
faut  que  le  sommet  A  et  le  centre  O  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ne  soient  pas  sur  une  même  perpen- 
diculaire à  la  base,  car  alors  la  tangente  menée  au  point 
A  serait  parallèle  à  la  base,  et  par  conséquent  n'irait 
pas  rencontrer  cette  base.  Cela  arrive  lorsque  le  trian- 
gle donné  ABC  est  isocèle  ou  équilatéral.  En  eflet,  dans 
un  triangle  isocèle  la  perpendiculaire  élevée  par  le  mi- 
lieu de  la  base  doit  passer  par  le  sommet  et  par  le  cen- 
tre du  cercle  circonscrit;  donc  ces  deux  points  détermi- 
nent la  perpendiculaire  commune  à  la  base  du  triangle 
et  à  la  tangente  menée  par  le  sommet  ;  ces  deu^  lignes 
ne  se  rencontrent  donc  pas,  et  le  problème  est  impos- 
sible. 

PROBLÈME. 

i78.  Exprimer  la  surface  d*un  triangle  en  fonction  de  ses  trois 
côtés,  et  exprimer  ensuite  cette  même  surface  en  fonction  des 
rayons  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits. 

FiG.  147.  —  Soit  ABC  un  triangle,  et  O  le  centre  du 
cercle  inscrit.  Ce  cercif.  détermine  sur  les  trois  côtés  six 
segments  qui  sont  égaux  deux  à  deux,  de  sorte  que  si  on 
représente  par /i  le  demi-périmètre  du  triangle,  on  aura 
AM+BIN  -f-(-P  =f  ;  mais  B^  =  BM  ;  donc  on  aurji  AM 
+BM-hCP=p,  ou  AB+CP=|i/  d'où  GP=|i— AB. 
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En  désignant  para,  6,  e  lesirois  cAtés  du  triangle,  on 
aura  donc  CP=p — c.  On  trouverait  de  même  AP= 
p — «,  BM,=2p — 6.  On  voit  donc  que  chaque  segment 
est  égal  au  demi-périmètre  diminué  du  c6té  opposé  à 
l'angle  auquel  ce  segment  est  adjacent.  Actuellement,  si 
on  décrit  le  cercle  ex-inscrit  O',  on  aura  BV=BR  et 
CV=CS,  de  sorte  que  AR-f-AS=2p,-  mais  AR=AS; 
donc  AR=p.'  Comme  nous  avons  vu  que  AM-f-BM+ 
CP=p,  il  en  résulte  BR=CP.  Cela  posé,  nous  savons 
que  la  surface  d'un  triangle  est  égale  au  demi-périmètre 
multiplié  par  le  rayon  du  cercle  inscrit;  donc  on  a  S= 
pXr.  Les  triangles  semblables  AMO  et  ARO'  donnent 

AM:AR::OM:RO',oup— a:p::r:R'(i). 

Les  triangles  BMO  et  BR(y  sont  semblables,  parce 
qu'ils  sont  rectangles,  et  que  l'angle  MBO  =  BO'R, 
comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires  ;  donc  on  a  BM  ^ 
OM::0'R:BR  ou  CP,  ou  p— 6:r::R':p— c(2).De 
la  proportion  (1)  on  tirepXr=  (p — a)XR',  et  de  (2) 
on  tire  R'  =  UtiL±-l;  donc  S=p  x  r='£=siU£=ÏUB:±  ; 
mais  r = I  ;  d'où  S  =  (p-^hp^)  u^c)^  ^^^^  S«_p  (p_^j 


iP-b)  (p-c) ,  d'où  S  =  |/p(p-a)(p— 6)(p-o); 
telle  est  l'expression  de  la  surface  d*un  triangle  en  fonc- 
tion de  ses  trois  côtés. 

Cherchons  maintenant  à  exprimer  cette  surface  en 
fonction  des  rayons  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits. 
Soient  r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  R',  R"  et  R'^  les  rayons 
des  cercles  ex-inscrits.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  a  S= 
ABC= AB<y+ACa— BCO'=?^X  c +Ç  X  6— Ç  X  a 
=  ?(ft+c— a)=Ç(a+6  +  c— 2a)=^(2p— S 
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=R'  {p — a).  Ob  trouverait  de  mèmeSszR^  (p-~^)  • 
S=b:''  (p-r-e);  et  enfin  on  a  SspXr.  Si  Ton  mttltî- 
plie  ces  quatre  égalités  membre  à  membre,  ilyiwdra 
S*=rR'rR"  X p  (p— a)  (p~6)  (p-^)  ;  ou  S*«r R' 

R'R'^'X  S*;  d*oùS'=rR'R^R"'  ;  etenfln  S=rK7R'rR^7 
telle  est  l'expression  de  la  surface  d'un  triangle  en  fonc- 
tion du  rayon  du  cercle  inscrit  et  des  rayons  des  cercles 
ex-inscrits. 

PROBLÈME. 

479,  Exprimer  la  surfioe  d'un  quadrilatère  iascrit  en  fonction 
des  quatre  côtés. 

FiG.  148.  —  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit,  et 
soient  a,  h^  c  et  d  ses  quatre  côtés.  Prolongeons  les  côtés 
AB  et  DC  jusqu'à  leur  rencontre  en  O,  et  soient  B0= 
X  et  OC=y,  Les  triangles  ÂOD  et  BOC  sont  semblables 
comme  ((yant  l'angle  O  commun,  l'angle  ADO=OBC 
comme  supplémentaires  du  même  angle  ÂBC;  donc  si 
l'on  désigne  par  Q  le  quadrilat^e,  et  par  T  le  triangle 
BOC,  on  auraQ+T:T::<P:6%  ouQrcT— 6*::T:6*; 
d'où  Q  =£^'  X  T.  Mais  on  a 

Tr^\V{b^^x+y)  {b+y—x)  (b-hx—y)  {y-hw^hf. 
Il  suffit  donc  de  chercher  les  valeurs  des  quatre  facteurs 
qui  se  trouvent  soàs  le  radical. 

A  cet  effet,  les  triangles  semblables  AOD  et  BOC  don* 
nent  : 

d:5:;a+a?:y::c+y:«(i). 

En  appliquant  dans  cette  proportion  le  théorème  connu 
sur  la  somme,  et  la  différence  des  antécédents,  on  a 
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d:b::a+x+e  +  y:y'hx—{2) 

d:b::a+x—e—y:y—x—{3). 

Dans  (2)  on  applique  le  théorème  de  la  différence  dea 

deox  premien  termes ,  et  dans  (8)  ceini  relatif  à  la 

somme  des  deax  premiers  termes;  il  vient 

d—b'.a-he'.'.bly+x—ii) 

d+ft  :  a—c  :  :  6  :  y  — ^-^  (5). 

I4  proportion  (4)  donne 

<ï— 6+a  +  c:6+y+a?::<l— 6:6— (6) 
o+c — d+b:y+x — 6::d— 6:6 — (7). 

La  proportion  (5)  donne 

d-Hô+a— e:6+y— »::dH-6:6— (8) 
44.6^a4-o:6— y+«::d+6:6— (9). 

Des  quatre  dernières  proportions  on  tire 

6+y+a!=,èî(<i+o+c— 6)=3Èî  X2(p— 6) 
y+«— 6=^-i(o+c— d+6)  =  3èïX  2(p— d) 
6+y— «=4ï(d+6  +  o— c)=4iX2(p— c) 
6— y  H-a;=3|4  (d+ 6— a  H-c)  =4,  X  2(p-~o). 

PoncT=i>^^^  X  16  jp—a)  (p— 6)  (p— c)(p:i:d) 

Q=k'(p-a)(p-6)(p-c)(î>-d). 

Corollaire.  Si  on  suppose  D=^0,  le  quadrilatère  sç 
change  en  triangle,  et  on  a 

S=l^(p — a)  (p-^6)  (f> — c),  valeur  qu«  nou»  avon» 
déjà  trouvée* 
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PROBLÈME. 

180.  Étant  donné  un  point  A  hors  d'une  circonférence  0,  mener 
de  ce  point  une  sécante  ABC  telle,  que  la  partie  intérieure  BC 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière  AG  et 
sa  partie  extérieure  AB. 

EiG.  149.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ÂBC  la  sécante  demandée,  on  doit  avoir  BC=ACX  AB  ; 

—2 

or,  si  du  point  A  on  mène  la  tangente  AH,  on  aura  AH 

—2  —2 

=:ACxAB;  donc  il  Tant  qu'on  ait  BC=AH,  et  par 
suite  BC=AH.  Le  problème  revient  donc  à  mener  par 
le  point  A  une  sécante  telle,  que  la  partie  comprise  dans 
la  circonrérence  donnée  soit  égale  à  la  droite  connue  AH  ; 
on  sait  résoudre  cette  question. 

PROBLÂMB. 

i8i.  On  donne  une  circonférence  0  et  un  point  A  situé  sur  la 
circonférence.  Par  ce  point  on  mène  différentes  sécantes;  on 
demande  le  lieu  géométrique  des  extrémités  de  ces  sécantes 
pour  lesquelles  le  rectangle  de  la  sécante  entière  et  de  sa  par- 
tie extérieure  est  égal  à  un  carré  donné  R*. 

FiG.  150.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  C 
un  point  quelconque  du  lieu,  situé  sur  la  sécante  ABC; 
on  aura,  d*après  l'hypothèse,  ACxCBsKV  Or,  si  par 
le  point  C  on  mène  au  cercle  donné  la  tangente  CM,  on 

aura  aussi  CIVI  =  ACxCB;  donc  on  doit  avoir  CM=: 
K*,  et  par  suite  CM  =  K.  Ainsi,  tons  les  points  du  lieu 
sont  tels,  que  les  tangentes  menées  de  ces  pointa  à  la 
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circonférence  sont  égaies  au  c6té  K  du  carré  donné.  H 
est  alors  facile  de  construire  le  lieu;  car  dans  le  triangle 
rectangle  OMConconnattle  côté  OM  qui  est  égal  au  rayon 
de  la  circonférence,  et  le  côté  MÇ,  qui  est  égal  à  K  ;  on 
peut  donc  construire  ce  triangle  et  connaître  ainsi  la  dis- 
tance OC  du  centre  O  à  un  point  C  quelconque  du  lieu  ; 
par  conséquent  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme 
centre,  avec  OC  pour  rayon,  sera  le  lieu  demandé. 


PROBLEME. 

482.  Étant  donnée  une  cii-conférence  0,  trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  points  tels  qu'en  menant  de  ces  points  des  tan- 
gentes à  la  circonférence,  ces  tangentes  forment  entre  elles 
un  angle  donné  «. 

FiG.  151.  — Soit  C  un  point  quelconque  du  lieu,  de 
ce  point  menons  des  tangentes  CA  et  CB,  et  joignons 
OA,  OB  et  OC.  Par  hypothèse,  Tangle  ACB  est  égal  à 
a  ;  donc  l'angle  AOB,  formé  par  lès  rayons  qui  joignetit 
le  centre  aux  points  de  contact,  doit,  pour  chacun  des 
points  du  lieu,  être  le  supplémentaire  de  Tangle  donné 
a.  Cela  posé,  dans  le  triangle  AOC  on  connaît  le  côté 
OA,  Tangle  OCA  =îa ;  et  comme  ce  triangle  est  rec- 
tangle, il  en  résulte  qu'on  peut  le  construire  et  connaître 
OC  ;  il  est  d'ailleurs  évident  que  le  lieu  est  une  circon- 
férence concentrique  avec  la  première ,  et  ayant  cette 
ligne  OC  pour  rayon. 
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itt.  ÔB  deD^e  une  êifconférenee  0  et  un  point  A  situé  hors  de 
^tte  cifoonf^rfinoe,  par  oe  point  on  mène  diflérentes  sèeantes 
telles  (]ue  ABC,  on  p^end  les  milieux  M  et  N  de  AB  et  AQ,  el 
on  demande  le  lieu  géométrique  des  points  M  et  N. 

Fm.  159.  — :  Première  êôluiian.  Soit  M  un  point  quel- 
conque du  lieu  ,  on  aura  AM=MB.  Joignons  AO,  OB, 
et  joignons  le  point  M  au  point  I,  milieu  de  ÂO.  Comme 
AI  =  10  et  AM=BM,  il  en  résulte  que  IM  est  parallèle 
à  OB,  et  par  suite  que  IIV[=^;  donc  la  distance  d'un 
point  quelconque  du  lieu  au  point  I  est  égale  à  la  moi- 
tié du  rayon  de  la  circonférence  donnée  ;  donc  le  lieu  est 
une  circonrérence  décrite  du  point  I  coipp^e  centre  avec 
la  moitié  du  rayon  de  la  circonférence  donnée  pour 
r^^foa. 

Deuœième  solution.  Le  point  M  étant  le  milieu  de  1^ 
b^je  AB,  du  trmsk  AOB.  on  anra  AO  -|-oi=aOM 

—2 

^  B  AM  ;  de  même  le  point  I  étant  le  milieu  de  la  base 

AOdu  triangle  AMQ,  on  aura  0]tt-^AM  =  9AI-4^a 

m  ;  donc  o^  a  AO+OBs^aF-v  4IM  ;  mais  2  AI= 

AO  ;  donc  4  AI  =Â0  ;  par  suite  il  vient  OB  =  4IM  ; 
d*où  IM=x«  On  voit  donc  encore  que  le  lieu  est  uqq 
circonférence  de  cercle  décrite  du  point  I  comme  eeptrç 
avec  un  rayon  égal  à  la  moitié  du  rayon  de  la  circonfé^ 
rence  donnée. 

ScoUe.  La  droite  qui  joint  le  point  O  au  point  K,  mi- 
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lieu  de  CB,  étant  perpendiculaire  sur  CB,  il  en  résulte 
que  le  lieu  des  points  K,  miliMx  des  parties  CB,  est  la 
portion  dQ  h  cirPonrérencQ  d^mta  9m  kO  çmvm  ditr* 
XBètie,  qui  est  comprise  entre  les  poists  P  et  Q  d'inter- 
section de  cette  circonférence  avec  la  circonférence  don- 
née 0- 

TnJKOREVB  • 

184.  Étant  données  trois  lignes  SX,  SY  et  SZ  qui  se  coupent  en 
un  même  point  S,  et  les  deux  triangles  ABC,  HGR  qui  ont  cha- 
cun leuT9  fommet»  sur  \m  Uroi^  lignes,  si  oa  j^rotong^  l^s  ^ 
tés  de  ces  triangles  deux  à  deux  jusqu'4  le,ur9  pointa  de  ren- 
contre en  M,  E  et  D,  ces  trois  points  sont  sur  une  mépie  li^ne 
droite. 

Fia.  153.  —  En  effet,  le  triangle  SAB,  coupé  par  l« 
transversale  MHR,  donne  réçj»|ité  MBXHSxAK^ 
MAXBHXSK. 

U  triangleSGB,  çoppéparU  transver^alçPGH^^onne 
la  deuxième  égalité  CD  X GS  X  BH ;;5 BD ^ CG X SU, 

letriangleSAC,  coupé  parla trangvwftle  SG^idoMlQ 
la  troisième  égalité  AExCGxSR?=CÇ;xSQxAIit 

Multipliant  membre  à  membre  oesi  troi^  égalités,  e| 
^çipprimaat  les  facteurs  comnnuns,  il  yient  MPxCDX 
AE=?AMXBPXCE. 

1469  trûia  pointa  M,  E  et  D,  situés  sur  les  trois  odté» 
du  triangle  ABC,  déterminent  donc  siur  ces  trqj?  c6té9 
ou  sur  leurs  prolongements  ^ix  segments  MB^MA,  BI)» 
CP»  I^IE»  et  CE  teU«  que  le  produit  de  trois  d'entre  eux, 
q'ayant  aucune  çixtrémité  commune,  est  égal  au  produit 
de9  trois  autres  ;  doue  ces  trois  poiuts  siput  ei^  Uçue  droite; 

Cm    9 •    /•     ». 
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TBÉORÈMB. 

18î$.  Étant  donnés  une  circonférence  0  et  un  rayon  OA  prolongé, 
si  au  point  A  on  mène  une  perpendiculaire  AB  à  ce  rayon» 
que  par  le  point  A  on  mène  une  sécante  à  la  circonférencç, 
et  que  par  les  points  T  et  H  on  mène  des  tangentes  à  cette  cir- 
conférence, ces  tangentes  détermineront,  par  leui^  intersec- 
tions avec  la  ligne  BAC,  deux  distances  égales  AB  et  AG. 

FiG.  154.  —  Tirons  les  lignes  OB  et  OC,  et  les  rayons 
OT  et  OH,  il  est  évident  que  si  on  démontre  que  OC  = 
OB,  les  distances  AB  et  ÂC  seront  égales,  et  le  théo- 
rème sera  démontré. 

Décrivons  sur  OB,  comme  diamètre,  une  circonfé- 
rence, elle  passera  par  les  points  T  et  A,  parce  que  les 
angles  OTB  et  OAB  sont  droits  ;  de  même  en  décrivant 
sur  OC,  comme  diamètre ,  une  circonférence,  elle  pas- 
sera par  les  poipts  H  et  A,  puisque  les  angles  OHC  et 
OAC  sont  droits.  Cela  posé,  les  angles  OAH  et  OBT, 
inscrits  dans  la  même  circonférence^  sont  égaux  comme 
inscrits  dans  le  même  segment  OT,  de  même  les  an- 
gles OAH  et  OCH,  inscrits  dans  la  même  circonférence, 
sont  égaux  comme  étant  inscrits  dans  le  même  segment 
OH  ;  donc  les  angles  OBT  et  OCH  sont  égaux  comme 
étant  tous  les  deux  égaux  à  OAH.  Il  en  résulte  donc  que 
les  deux  triangles  rectangles  OBT  et  OCH  sont  égaux, 
parce  que  OT=OH  et  l'angle  OBT=OCH  ;  donc  OB 
=  OC,  et  par  suite  AB  =  AC  ;  c.  q.  f.  d. 

FiG.  155.  —  Discussion.  Si  au  lieu  d'être  sécante  la 
ligne  AT  était  tangente,  la  tangente  menée  par  le  point 
T  serait  unique  et  passerait  en  A  ;  c*est  le  cas  où  les  dis- 
tances AB  et  AC  sont  nulles.  ' 
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FiG.  156.  —  Si  la  ligne  AT  se  confondait  avec  le 
rayon  OÂ,  les  deux  tangentes  menées  par  les  points  H 
et  T  seraient  parallèles  entre  elles  et  parallèles  à  ÂB  ; 
dans  ce  cas,  les  distances  à  partir  du  point  A,  sont  infi- 
nies. 

FiG.  157.  —  Si  la  ligne  AB  est  tangente  à  la  circon- 
férence, les  deux  tangentes  seront  Tune  TB,  et  l'autre 
se  confondra  avec  AB.  Les  deux  distances  seront  donc 
Tune  AB,  et  Tautre  l'infini. 

Si  la  ligne  AB  coupe  le  rayon  intérieurement  à  la  cir- 
conférence, le  problème  peut  se  résoudre  comme  dans  le 
cas  général. 

FiG.  158.  —  Si  la  ligne  AB  passe  par  le  centre  O  de 
la  circonférence,  si  l'on  mène  par  le  point  A  la  sécante 
HT,  et  qu'on  mène  les  tangentes  TC  et  HB,  les  deux 
distances  AB  et  ÂC  seront  égales,  car  les  triangles  ACTet 
H  AB  seront  égaux  comme  étant  rectangles,  ayant  le  côté 
AT=  AH  comme  rayon,  et  l'angle  CAT  =  HAB  comme 
opposé  par  le  sommet. 

THÉORÈME. 

i86.  Étant  donnés  une  circonférence  0  et  un  rayon  OA  prolongé, 
si  au  point  A  on  mène  une  perpendiculaire  AB  à  ce  rayon, 
qu'on  prenne  sur  ÂB  des  distances  égales  AB  et  AG,  que  par 
les  points  B  et  G  on  mène  à  la  circonférence  les  tangentes  Bl> 
et  CE,  le  point  A  et  les  deux  points  de  contact  E  et  D  sont 
en  ligne  droite. 

Fio.  159.  —  Pour  le  démontrer,  prolongeons  CE  jus- 
qu'à la  rencontre  de  BD  en  K,  puis  joignons  ÔD,  OE, 
OB  et  OC.  Par  hypothèse,  ou  a  AB=:AC,  on  a  égale^ 
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tfleAt  kfi=f±ËK  éotâme  tattgentéâ  menées  à' m  ffîëme 
poitii  It  à  Ia  circbdfététiée,  et  eii(irt  od  à  CE=BD,  pàh^ 
qtié  leâ  deuï  tttabgled  rectaùgles  OCË  et  OBD  sont  égàiii 
côftime  âyûtit  ÔÊt±OI)  él  OC=:OB  i  causé  de  Thy- 
pothèseAC=:AB. 

Multipliant  èes  ttois  égalités  tnembre  &  iheitabré ,  il 
Vlêht  Afi  X  fcD  X  CE = AC  X  KE  X  BD. 

LëS  trois  poiiitô  D,  É,  A,  qui  soUt  situés  sUi*  lëA  66tk 
du  triangle  KBG,  déterminent  donc  sur  lés  côtés  de  té 
triangle  six  tegttietits  tels,  qUè  lé  produit  de  ttôid  d'en- 
tfé  éuï,  n*Ay&ut  aucune  eitrémlté  éomtnuné,  ëàt  égal 
au  produit  des  trois  autres  ;  donc  ces  trois  (iôintâ  Mût 
en  ligné  droite;  a.  q.  f.  à. 

PROMÉHl. 

itl.  tnsctife  un  daité  dans  ud  triangle. 

FiG.  160.  — Supposons  le  problèiM  résolu^  soit  ABO 
le  triangle  donné  et  MNPQ  le  carTé  demandé.  Désignons 
par  6  et  A  la  base  et  la  hauteur  du  triangle  ABC ,  et 
par  X  le  cdté  du  carré  cherché.  Abaissons  la  hauteur 
AH  du  triangle,  tious  aUi*oA§  deux  triangles  AMNét 
Abc  qui  seront  semblables ,  et  par  conséquent  leurs 
baseg  seroUt  ehtre  elles  comme  leurs  hauteurs  ;  done  On 

àura  tiC:MN::AH:ÀG,  ou  ft:x::A:A— a>;  d'où  ii^h 

=bh—bœ,  d'où(6+A)  x=bh}  d'où  enfin  x=z^. 
Oh  Yoit  donc  que  le  tàté  du  èarré  démandé  est  une 
qUàtriètté  proportionnelle  aux  troië  quauiiléi  i-^^Kf 
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ilëâîafqtioiië  ici  que  lès  quantités  6  et  À  entrent  de  la 
tdème  inàhière  dans  la  Valeur  de  x;  par  conséquent,  si 
ôb  conftt^iiisàit  un  triangle  ayant  pour  hauteur  la  basé 
du  triadgle  ÀBC,  et  pour  l)âse  la  hauteur  du  triangle 
ABC,  le  cairé  inscrit  dànâ  é6  tiriârigle  serait  le  même 
<|ile  celui  inscHt  dans  le  tMàngtë  ABC. 

Remarquons  aussi  que  de  là  formule  xz=z^  on  tire 
i=^=|i4-è=i+5;  donc  l'inverse  du  côté  du 
carré  inscrit  dans  un  triangle  est  égale  à  la  somme  des 
inverses  de  la  base  et  de  la  hauteur  de  ce  triangle, 

Fi0. 161.  -^  Considérons  le  cas  où  le  barré  MNPQ 
devrait  avoir  deux  sommets  sur  le  c6t6  BC$  et  ses  deui 
autres  sommets  to^  iei  ptolotigefaiiBnts  de  AB  et  AC,  6t 
au-desaus  de  BG. 

Ahaissobs  tetgOurs  dû  sommet  A  la  htitltétlr  AH,  dt 
prolôilgeeni-la  jusqu'à  la  tenoontM  dd  MNi  Lt'é  detli 
triangles  ABC  et  MAN  sont  semblables  ;  dotid  leùrS  bâséb 
sont  ptx)pertlohhelles  à  ieufs  hèiuteurfl  \  dOfie  Ml  if  8 ta; :  ; 
h\a^\i^  X^àlSkz=ihm^Vk,  d'bàbA  =  (6— &)a^;  doft 
msz^;  le  eèté  du  càn-é  idscrii  est  donc  dans  ce!  (;âs 
une  quatrième  ptoportiobnelle  aux  trois  quantités  b — ft, 
b  et  hi  Gomme  la  valeur  de  de  doit  bëcessairemetat  être 
positive,  il  en  résulte  que  pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible ,  il  faut  que  la  base  soit  plus  grande  que  la  hau- 
ttàUïi 

FiG.  162.  —  Enfin,  considérons  le  cas  où  le  carré 
demandé  devrait  avoir  deux  sommets  sur  le  cAté  BC,  et 
les  deux  autres  sur  leS  t)rolobgeinents  des  deux  autres 
c6tés,  mais  àtt-dessous  de  BC. 
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Abaissons  toujours  la  hauteur  AH,  et  prolongeons-la 
jusqu'à  la  rencontre  de  PQ  en  G,  nous  aurons  deux  trian- 
gles semblables  ABC  et  APQ,  ils  donneront  la  propor- 
tion blxllklh-hx,  d'où  ajfc=6aj+6fc,  d'où  aj=j^. 
Pour  que  le  problème  soit  possible  dans  ce  cas,  il  faut 
que  la  hauteur  du  triangle  soit  plus  grande  que  sa  base. 

Voici  maintenant  quelle  construction  il  convient  de 
faire  pour  le  cas  ou  le  carré  doit  être  situé  dans  l'intérieur 
du  triangle. 

On  construit  un  carré  sur  le  côté  du  triangle  où  doi- 
vent être  situés  deux  côtés  du  carré  inscrit;  on  joint  le 
sommet  A  au  sommet  R  par  la  droite  AR  qui  coupe  BC 
en  un  point  Q,  puis  par  ce  point  Q  on  mène  QM  paral- 
lèle à  BR,  et  QM  est  le  côté  du  carré  demandé.  Pour  le 
démontrer,  parle  point  Mon  mène  MN  parallèle  àBC, 
puis  par  le  point  N  on  mène  NP  parallèle  à  BR,  et  tout 
se  réduit  à  faire  voir  que  MN=MQ  ;  par  il  est  évident 
que  la  figure  MNPQ  a  ses  angles  droits. 

Les  triangles  ABC  et  AMN  sont  semblables;  donc  on 
a  BC:MN::AB:AM.  Les  triangles  ABR  et  AMQ  sont 
semblables;  donc  BR:MQ::  ABlAM.  A  cause  du  rap- 
port commun,  on  a  BC: MN  :  :  BR: MQ;  mais  BC=BR  ; 
donc  MN  =MQ,  et  la  figure  MNPQ  est  le  canrédemandé. 

FROBLéMB. 

188.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  un  rectangle  dont  les  côtés 
soient  entre  eux  comme  m  est  à  n. 

FiG.  163.  —  L'analyse  de  ce  problème  étant  sembla- 
ble à  celle  du  problème  précédent,  nous  allons  indiquer 
seulement  la  construction.  On  élève  au  point  B  une  per- 
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pendicalaire  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  BD 
telle,  qu'on  ait  BC;BD:: min;  on  joint  AD  au  point 
Mou  AD  coupe  BC,  on  élève  sur  cette  ligne  une  perpen- 
diculaire MN ,  et  on  forme  le  rectangle  demandé  MNPQ. 
En  effet,  on  a  BD:MN::AB:AN,  BC:NP::AB:AN; 
donc  BD:MN::BC:NP;  maison  a  BC;BD::m:n; 
donc  aussi  IN  P  :  MN  :  :  m  :  n. 

PROBLÈME. 

189.  Étant  donnés  deux  points  Â  et  B,  déterminer  le  lieu  géo- 
métrique des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 
distances  aux  deux  points  donnés  A  et  B,  soit  égale  i  un  carré 
donné  p*. 

FiG.  164.  —Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  C 

un  point  quelconque  du  lieu,  on  doit  avoir  AC  +  CB  = 
p*;  mais  si  nous  joignons  AB,  et  si  nous  tirons  la  ligne 
CM  du  point  C  au  milieu  de  AB,  nous  savons  qu'on  a 

—2  —a  —2  —2  —2 

ÀC  +  CB=2AM  +  2CM;  donc  on  a  par  suite  2  AM 

+  2CM=|)*  ;  d'où  MC  =|-'— AM.  Comme  MC  repré- 
sente la  distance  du  point  M,  milieu  de  AB  à  un  point 
C  quelconque  du  lieu,  et  que  cette  ligne  MC  est  expri- 
mée en  jonction  de  quantités  connues  et  invariables  p 
et  AM,  il  en  résulte  que  le  lieu  demandé  est  une  circon- 
férence de  cercle  décrite  du  point  M  comme  centre^  avec 
MC  pour  rayon. 

Construisons  donc  MC.  Pour  cela,  remarquons  que  si 
Ton  tire  les  diagonales  du  carré  p*,  le  triangle  rectangle 

HOK  donnera  HK  oup^=aOH,  ouOH  =  ^';  donc 
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—2  —a  -4 

MC =0H— AM.  MC  est  donc  le  cÀté  d'an  carré  égal  à 

là  di£rérence  des  carrés  construits  sur  la  moitié  dé  la  dia- 
gonale du  carré  donné  p*,  et  sur  la  moitié  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  donnés  A  et  B.  il  est  donc  fa- 
cile dé  côûstruire  cette  ligne,  et  le  problème  peut  être 
regardé  conîme  résolu. 

PROBLÈME. 

190.  Étant  donné  un  triangle  ÂBG,  trouver  le  lieu  géométrique 
deë  points  tels,  que  la  sommé  deâ  carrés  de  letirs  distances 
aux  extrémités  du  côté  ÂB,  soit  égale  à  là  âomtiiô  des  carrés 
de^  deux  autres  côtés  AC  et  BG  dil  triangle. 

Fi6. 165.  r»  Soit  D  un  point  quelconque  du  lieu,  on 

doit  avoir  par  hypothèse  BD  +  AD = AC  +  BC  ;  mais 
si  Ton  joint  les  points  C  et  D  au  pdint  M ,  milieu  de 

AB,  onaBD-|-AD=2BM-|-2MD,  et  A?+BG=l 

BM  +  9MC;  donc  SBM 4-21HDU2BM4^aMG'|  d'où 
MD=MC. 

On  volt  donc  que  le  lied  est  la  circonférence  décrite 
du  point  M,  milieu  de  1&  base  Afi  éomme  centre,  avec  un 
rayon  égal  k  la  distante  du  point  M  au  sommet  C  du 
triangle. 

FROBLÈIIE. 

191.  Étant  donnés  deux  points  Â  et  B,  trouver  le  lie«  féomé- 
trique  des  points  tels,  que  la  diflérence  des  carrés  de  leurs 
distances  aux  deux  points  donnés  A  et  Ô,  soit  égale  i  un  carré 
donné  p*. 

Fi6.  166.  —  Soit  C  uif  pôirtt  qu^lGonque  db  Heu, 
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joignoDS-ie  aux  points  À  et  B,  ainsi  qu'an  point  M,  mi- 

—2 

lieu  de  la  droite  AB.  On  doit  avoir,  par  hypothèse,  ÀC 

— ÉC=p';  mais  on  sait  qu'on  A  AC — BC  =  âAB  X 
MH,  H  étant  le  pied  de  la  perpendioulaire  abaissée  du 
point  C  sur  AB;  donc  p*  =  2AB  X  MH,  d'où  MH= 
^  ;  donc  si  à  droite  et  à  gauche  du  point  M,  milieu  de 
AB,  on  ptend  des  distances  Mit,  MH'  égales  entre  elles 
et  à  ^,  et  si  on  mené  en  H  et  il'  deux  perpehdiculaires 
sur  AB,  ces  deux  perpendiculaires  formeront  le  lieu 
demandé. 

LdAIMK» 

iMi  Lo^ilé  sur  le  ^olèilgèmëilt  d*uhë  AtoitJb  Âb  on  pi'ëhd  m 
poini  €1  quelconque,  la  soinnle  desdislanees  dé  ce  point  aux 
extrémités  A  et  B  de  la  droite  AB  est  égale  à  deux  fois  la  dis- 
tance de  ce  point  au  milieu  0  de  la  droite  AB. 

Fte.  161  i  -^  En  èffèlf  Id  droite  BG  surpasse  ÔC  de 
OB,  éf  Ift  droite  OC  siU'pdsse  CA  de  AO=±iOB  ;  oii  é 
dwe  16  ptogi^ssiofi  Afithmétique^C!fi:CO.CA,  d'oA 
ClB-|-CAas2G0. 

LËMME. 

i05.  Lorsque  sur  une  droite  AB  on  prend  un  point  G'  quelcon- 
que, la  différence  des  distances  de  ce  point  aux  extrémités 
de  là  droite  est  égalé  à  deux  fois  la  distance  de  ce  poliit  au 
IftilUIti  de  là  droite. 

FiG.  167.  —En  effet,  CB=OB4-OC,  etCA  = 
AOouOB — OC;  donc,  enfaisautla  différence,  CB — 
CrA  =  2-CKr. 
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PROBLiMB. 


Id4.  Étant  donnés  deux  points  Â  et  B,  trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  points  tels,  que  leurs  distances  aux  deux  points 
donnés  Â  et  B  soient  entre  elles  comme  deux  droites  données 
metn.  « 

FiG.  168.  —  Supposons  ie  problème  résolu,  et  soit  C 
un  point  quelconque  du  lieu ,  joignons  AC,  CB  et  AB  ; 
on  a,  par  hypothèse,  AC:CB::mIny  or,  si  l'on  divise 
l'angle  C  en  deux  parties  égales  par  la  droite  CD,  on 
aura  AC:CB;:AD:DB,  et  par  suite,  AD:DB: :m:n. 

Lp  point  D  peut  toujours  être  connu  par  cette  pro- 
portion ;  car  on  sait  partager  une  droite  AB  en  deux  par- 
ties pnqiortîonnelles  aux  droites  m  et  n.  Prolongeons 
actuellement  la  droite  AB,  et  divisons  ie  supplément  de 
TangleC  en  deux  parties  égales  par  la  droite  IC,  on  aura 
ÀI;BI::AC;BC,  et  par  coni6quent  AlrBIrim:»;  le 
point  1  peut  aussi  être  déterminé  par  cette  proportion. 
Pour  cela,  on  ouène  une  droite  faisant  avec  AB  un  angle 
quelconque  ;  on  prend  sur  cette  droite  une  distance  AM 
=  m  et  une  distance  MN  =  n,  on  joint  MB,  et  par  le 
point  M  on  mène  une  parallèle  à  NB  ;  on  a  alors  AI^Bl 

Nous  avons  donc  déjà  déterminé  deux  points  D  et  I, 
qui  appartiennent  au  lieu  demandé,  puisque  leurs  dis- 
tances aux  points  A  et  B  sont  entre  elles  dans  le  rap- 
port de  m  à  n;  si  Ton  remarque  de  plus  que  le  point  C 
est  un  point  quelconque  du  lieu,  et  que  l'angle  DIC  est 
droit,  on  en  conclura  immédiatement  que  le  lieu  est  la 
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circonférence  de  cercle  décrite  sur  la  droite  DI  comme 
diamètre. 

Démontrons ,  en  efiTet ,  que  si  l'on  prend  un  point  C 
sur  cette  circonférence,  et  si  Ion  joint  CA  et  CB,  on 
aura  CA:CB::m:ii. 

Il  résulte  d'abord  de  la  construction  qu'on  a  ADiDB 
:  imln,  et  AI:  BI  r.tnln;  donc  on  a  aussi  AI;BI  :  :  AD: 
DB.  Or,  le  point  O  étant  le  milieu  de  DI ,  on  tire  de  cette 
proportion  AI  +  AD  ou  2  AO:  BI  +  BD,  ou  2  OD  :  :  AI 
—AD,  ou  20D:BI— -Bi),  ou2BO,  ouAO:OD::OD 
:BO,  ou  comme  OC=OD,  AO:OC::OC:BO. 

Les  triangles  AOCet  BOC  sont  donc  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels; 
H  en  résulte  donc  AC:CB;: AOrOC  ;  d'ailleurs,  de  la 
proportion  AI:BI::AB:DB  on  tire  AI+DA.  ou  2A0; 

Bi-hBD,ou20C::Ai:Bi,ouAO:oc::Ai:Bi::m:n. 

Cette  dernière  proportion,  combinée  avec  la  proportion 
âC:CB::AO:OC  que  nous  ayons  trouvée  précédem- 
ment, donne  AC  :  CB  :  :  m  :  n. 

La  circonférence  décrite  sur  DI,  comme  diamètre,  est 
donc  bien  le  lien  demandé. 


PROBLSHB. 

195.  Étant  donné  un  arc  AB  dans  une  circonférence  0,  trouver 
sur  cet  arc  un  point  C  tel,  que  la  somme  des  carrés  de  ses 
distances  aux  extrémilés  A  et  B  de  la  corde  AB,  soit  égale  à 
un  carré  donné  p*. 

FiG.  169.— Le  point  demandé  se  trouve  à  l'interseo* 
tioQ  de  Tare  AB  avec  le  lieu  géométrique  des  points  tels, 
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A  et  B  soit  égale  à  p*.  Gomme  nous  savons  CQQstfOÎftt 
€e  liem,  on  pe«t  rogaidçr  le  probi^Q  çomn»  (éwtai. 

PBOBLÈlfB. 

196.  Étant  dann4  pn  an>  AB  dans  une  i^reonffAfenoe  O,  tronver 
sur  cet  are  un  point  tel,  quf^  la  diffteenoQ  doa  cair^  dt  aes 
distance^  au^  extrémité?  A  et  6  de  la  corde,  9Qit  ^g|^  à  im 
carré  donné  p*. 

FfQ.  169.  —  Le  poipt  eherché  est  il  rintenoctioa  d» 
Tare  AB  avec  le  lien  géométrique  des  poÎBta  Ma ,  quQ 
la  diflér^qce  des  carrés  de  leurs  distances  aux  pointa  A  et 
B  soit  égalo  à  p% 

Pour  que  le  prohième  soit  possible,  il  faut  qu'oB  ait 

—2 

S^<T*  ^'^*  P*  <  AB,  ou  p  <AB.  lrors<|ue  le  pro- 
blème est  possible,  c'est^-dire  lorsqu'on  a  la  relation 
p  <;  ÀB,  le  problème  admet  deux  soîutioq^* 

197.  Étant  donné  un  arc  AB  sur  une  oltQ^nféfanQf  0^  dowfr 
sur  cet  arc  un  point  tel,  que  ses  distances  aux  extrémités  A 
et  B  de  la  corde  AB,  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  deux 
droites  données  m  et  n. 

FiG.  169.  —  Le  point  demandé  se  trouve  à  Tinterseo- 
tion  de  r^rc  hR  «veç  le  lieu  géométrique  des  points  tels, 
que  leurs  distaueea  aux  deux  points  A  et  B  aoieiit  Mire 
elles  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

Le  problème  est  toujours  possible  et  admet  ^qe  solu- 
tion ^ 
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i08.  Ët^pt  àomé  un  «rq  AB  wr  m^  oiroonféreafifi  0,  trouver 
sur  cet  arc  un  ppint  tel,  que  le  rectangle  de  ses  distances  aux 
extrémités  Â  et  B  de  la  corde  AB  soit  égal  à  un  carré  don- 
né p*. 

Fie.  170.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  C 
le  point  qui  satisfait  à  la  question,  on  a,  par  hypothèse, 
ÂCxCB=!j9*.  Si  Ton  tire  le  diamètre  CH,  et  si  du  point 
G  on  abaisse  sur  ÂB  la  perpendiculaire  CK ,  on  aura, 
d'aprts  un  théorème  connu,  ACxCB=:CHxCK,  et 
par  suite,  p'=r CH  X  CK.  On  tire  de  cette  dernière  éga- 
lité CK=^.  A  l'extrémité  A  de  la  corde  AB  on  élève 
sur  cette  corde  une  perpendiculaire  AM  égale  à  cette  va-i 
leur  CK,  puis  par  te  point  M  on  mène  une  parallèle  à 
la  corde  ÂB,  qui  coupe  Tare  donné  en  deux  points  C  et 
C,  et  ces  deux  points  répondent  à  Ici  question. 

Discussion.  Du  centre  O  abaissons  sur  la  corde  AB 
une  perpendiculaire  ON  que  nous  prolongeons  jusqu'à 
la  rencontre  de  Tare  AB  en  N.  Lorsqu'qn  aura  0N  = 
^sAM,  la  parallèle  menée  p^r  M  à  la  corde  AB  sera 
tançeqte  à  Tarç^  et  il  u'y  aura  qu'une  solution;  lor^ 
que  ON  sçra  plus  petit  que  AM=;=^.  la  parallèle  men^ 
psir  le  point  M  &  A&  ne  rencontrera  pas  Tare,  et  le  pro* 
bjèqie  sera  i^npossible;  enfin  lorsque  ON  sera  plus  grand 
qiieÂM=^,  la  parallèle  menée  h  AB  par  le  point  M 
rencontrera  Tare  donné  an  deux  points,  et  il  y  aura  deux 
s«luticuia. 
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PROBLÂMB. 

499.  Circonscrire  à  un  triangle  donné  MNP  un  triangle  égal  à 
un  second  triangle  donné  Â'B'C. 

FiG.  171.  — Supposons  te  problème  résolu,  et  soit 
ABC  un  triangle  égal,  au  triangle  donné  Â'B'C,  et  cir- 
conscrit au  triangle  MNP. 

Le  sommet  A  se  trouve  sur  un  segment  décrit  sur  MN 
et  capable  de  Tangle  A\  le  sommet  C  se  trouve  sur  un 
segment  décrit  sur  NP  et  capable  de  Tangle  C,  de  même 
le  sommet  B  se  trouve  sur  un  segment  décrit  sur  MP  et 
capable  de  Tangle  B'  ;  donc  en  menant  par  le  point  M, 
qui  est  opposé  au  segment  décrit  sur  NP  capable  de 
Tangle  C,  une  droite  AB  égale  au  cdté  A'B"  qui  est  op- 
posé à  Fangle  C  dans  le  triangle  A'B'C,  et  en  joignant 
les  extrémités  de  cette  droite  aux  points  P  et  N,  et  pro- 
longeant ces  nouvelles  droites  AN  et  BP  jusqu'à  leur 
rencontre,  on  formera  un  triangle  ABC  égal  au  triangle 
donné  A'B'C. 

D'abord  les  droites  AN  et  BP  se  rencontrent  nécessai- 
rement sur  le  segment  PCN,  car  les  angles  A  et  B  étant 
égaux  à  A'  et  B\  le  troisième  angle  du  triangle  ABC  sera 
égal  àC,  et  par  conséquent  devra  avoir  son  sommet  sur 
le  segment  PCN.  Leadeux  triangles  ABC  et  A'B'C  seront 
alors  égaux  comme  ayant  un  c6té  égal  adjacent  à  deux 
angles  égaux,  savoir,  AB=A'K,  A=A'etB=:B',  et 
par  conséquent  le  problème  est  résolu. 

Discussion.  Pour  circonscrire  au  triangle  MNP  un 
triangle  égal  au  triangle  donné  A'B'C,  on  ne  décrira  pas 
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aa  hasard  sur  les  droites  MN,  NP  et  MP  des  segments 
capables  des  difiTérents  angles  k\B\C.On  s'arrangera 
de  manière  qu'à  la  plus  grande  droite  corresponde  le  ^ 
segment  capable  du  plus  petit  angle,  et  qu'à  la  plus  pe- 
tite droite  corresponde  le  segment  capable  du  plus  grand 
angle.  Si  le  plus  grand  côté  du  triangle  donné  K'B'C 
est  plus  grand  que  deux  fois  la  distance  des  centres  des 
cercles  auxquels  appartiennent  les  segments  capables 
des  deux  plus  petits  angles,  on  en  conclura  tout  de  suite 
que  le  problème  n'est  pas  possible;  s'il  est  plus  petit  que 
deux  fois  cette  même  distance  des  centres,  c'est  que  le 
problème  aura  au  moins  deux  solutions. 

PROBLÉMIS. 

300.  Circonscrire  à  un  triangle  donné  MNP  un  triangle  sem- 
blable à  un  triangle  donné  A'FC,  et  qui  soit  le  plus  grand 
possible. 

Fi6.  171.  — -  On  décrit  sur  les  plus  grands  c6tés  du 
triangle  MNP  des  segments  capables  des  plus  petits  an- 
gles du  triangle  A'B'C,  et  sur  le  plus  petit  c6té  un  seg- 
ment capable  du  plus  grand  angle  du  triangle  A'B'C 
Par  le  point  où  se  corpent  les  deux  plus  grands  côtés  du 
triangle  MNP,  on  mène  une  sécante  terminée  aux  seg- 
mentset  parallèle  à  la  ligne  des  centres  des  circonférences 
auxquelles  ces  segments  appartiennent  ;  cette  sécante  sera 
la  base  du  triangle  le  plus  grand  que  l'on  peut  circon- 
scrire an  triangle  MNP,  semblable  au  triangle  donné 
A'BTC. 
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PROBLÈME. 

I01«  filMit  donnés  troiâ  pointe  A,  %  C,  feiré  passer  par  ces  trois 
points,  trois  droites  formant  un  Urianflo  éqoilatéral  mtii- 
tnum. 

FiG-  172.  —  On,  joitit  les  trois  points  A,  B,  C  deux 
à  deux,  et  on  forme  ftinsi  un  triangle  ABC.  Sur  les  trois 
^té»  de  ce  triangle  on  décrit  troii  segments  capables 
d^i  d'augle  droit,  c'est-^à-^ire  deTaugledu  triangle 
équilatéral  ;  par  le  point  B,  où  se  coupent  les  deux  plus 
grands  e6tés  du  triangle  ABC,  on  mène  une  sécante  KH- 
terminée  aux  segments,  et  parallèle  à  la  ligne  des  cen- 
tres des  cercles  auxquels  ces  segments  appartiennent.  On 
tire  les  lignes  KA  et  HC,  ces  lignes  vont  se  couper  évi- 
demment en  un  même  point  S  situé  sur  le  segment 
éknt  «HT  AC,  et  fcurment  toinai  le  triangle  équilatéral 
maiimum  KSH. 

THÉORÈME. 

Sys.  Étant  donné  un  triangle  quelconque  ABC,  si  sur  chacun 
de  ses  tdtéà  on  consiHlf  t  extérieurement  des  triangles  équl- 
Utéraux  AGD,  BGB,  ABF,  et  si  on  mène  les  lignes  BD,  FG  et 
AE,  ces  trois  lignes  seront  égales,  se  couperont  en  un  même 
point  0,  et  les  côtés  du  triangle  donné  ABC  seront  vus  de  ce 
point  sous  uh  même  angle. 

FiG%  173.  —  Démontrons  d'abord  qve  lea  lignes  BD, 
FC  et  AE  sont  égales.  Pour  cela,  comparons  les  trian- 
gles BAD  et  FAC  ;  ils  sont  égaux,  car  ABs=AF,  ADstz 
AC,  et  Tangie  BAD  est  égal  A  t'ugle  FAC  oomme  ae 
composant  d'une  partie  commune  BAC  et  de  fangle 
d'un  triangle  équilatéral.  De  leur  égalité  il  résulte  que 
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BDsFC.  En  conipafant  de  mèiM  lei  triaiglM  FBC 
ot  ABE I  on  Façonnait  qa*ilti  sont  égaux  eommo  ayant 
on  anglo  égal  compris  entre  deux  cAtés  égaux  ;  donc 
FC=ÂË,  et  par  snite  lès  trots  droites  BD,  FC  et  AE 
sont  égales. 

Démontrons  maintenant  que, ces  trois  lignes  se  cou- 
pent au  même  point.  Circonscrivons  des  cercles  aux  trian- 
gles AFB  ot  ADC  ;  oes  deux  oereles  se  coupent  en  dent 
points  A  et  O.  Joignons  le  point  O  aux  points  D,  A,  F, 
B,  E,  C,  et  prouvons  d'abord  que  le  quadrilatère  BECO 
est  inscriptible.  Pour  cela,  il  faut  démontrer  que  la 
somme  des  angles  BEC  et  BOC  est  égale  à  deux  angles 
droits. 

On  remarque  que  l'angle  COD  a  pout  mesure  la  tnoi- 
tiéde  l'arc  CD  compris  entre  ses  côtés  ;  or,  cet  arc  est  le 
tiers  de  la  circonférence;  donc  Tangle  COD=i  de  la 
circonférence  =|*,  Tangle  AOD=|^  Tangle  AOF=z= 
î*,  etenBn  Tangle  BOF=;*;  mais  Tangle  B0C=4'— 
(C0D+A0D+A0F+B0F)=4^— î'*=î\  et  comme 
Tangle  BEC=|*,  il  en  résulte  qu'on  a  BOC+BEC= 
^=12^;  donc  le  quadrilatère  BECO  est  inscriptible. 
Cela  posé,  les  angles  BOE  et  EOC  sont  égaux  entre  eux 
et  à  1^  ;  donc  chacun  des  six  angles  formés  autour  du 
point  O  est  égal  à  f  **,  ils  sont  donc  tous  égaux.  Il  est 
facile  de  voir  maintenant  que  la  ligne  BOD  est  une  li- 
gne droite,  car  la  somme  des  angles  BOE,  EOC  et  COD, 
étant  égale  &  l' ou  à  2',  les  cétés  extérieurs  OD  et  OB 
sont  en  ligne  droite  ;  on  prouverait  de  même  que  les  li- 
gnes AOE  et  COF  sont  droites  ;  donc  enfin  les  lignes  BD, 
CF  et  AË  se  coupent  au  même  point  O. 
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Prouvons  enfin  que  les  trois  côtés  du  triangle  ABC 
sont  vus  du  point  O  sojis  le  même  angle,  c'est-4-dire, 
que  AOC=AOB=BOC  ;  en  effet,  chacun  de  ces  angles 
est  égal  À  i^^  et  par  conséquent  ils  sont  égaux. 


PROBLÈME. 

y  a05.  Construire  un  pentagone ,  connaissant  les  aûlieui  M,  N, 
P,  Q  et  R  de  ses  cinq  côtés. 

FiG.  174.  —-Supposons  le  problème  résolu,  et  tirons 
une  diagonale  BE,  elle  divise  le  pentagone  ABCDE  en 
deux  parties,  dont  Tune  est  un  triangle  ABE  et  l'autre 
un  quadrilatère  BEDC.  Si  Ton  joint  les  milieux  des  qua- 
tre côtés  de  ce  quadrilatère,  on  obtient  un  parallélo- 
gramme PNCK),  dans  lequel  on  connaît  de  grandeur  et 
de  position  les  deux  côtés  PN  et  PQ.  Il  est  donc  possi- 
ble de  construire  ce  parallélogramme.  Pour  cela,  par  le 
point  N ,  on  mène  une  parallèle  à  PQ,  et  par  le  point 
Q  une  parallèle  à  PN ,  on  obtient  ainsi  le  point  0,  mi- 
lieu de  la  base  BE  du  triangle  ABE.  Comme  cette  base 
BE  est  parallèle  à  la  ligne  connue  MR,  et  comme  elle 
est  double  de  cette  ligne,  on  mène  par  le  point  O  une 
parallèle  à  MR,  et  on  prend  sur  cette  parallèle,  de  part 
et  d'autre  du  point  O,  des  distances  OB  et  OE  égales 
entre  elles  et  à  MR,  on  obtient  ainsi  les  sommets  B  et  E. 
On  joint  ensuite  BM  et  ER,  ces  deux  lignes  déterminent 
par  leur  intersection  le  sommet  A.  On  joint  BN,  et  à 
partir  du  point  N ,  on  prend  NC=BN,  on  obtient  le 
sommet  C  ;  on  joint  enfin  EQ,  et  on  prend  QD=EQ, 
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OD  a  le  cinquième  sommet  D,  et  le  pentagone  ÂBCDE 
se  trouve  construit. 


TfliOUkMB. 

^  204.  On  donne  un  triangle  ABC  inacrit  dans  un  cercle  et  un  point 
0  situésur  la  circonférence  de  ce  cercle  ;  de  ce  point  on  abaisse 
des  perpendiculaires  CM,  ON  et  OP  sur  les  trois  cAtés,  et  on 
propose  de  démontrer  que  les  pieds  M,  N  et  P  de  ces  perpen- 
diculaires sont  en  ligne  droite. 

Fk.  175. . —  Pour  cela,  joignons  MN  et  NP,  te  théo- 
rème sera  démontré  si  on  prouve  que  l'angle  BNM= 
CNP.  Décrivons  une  circonférence  sur  Ofi  comme  dia- 
mètre, elle  passera  par  les  points  M  et  N,  parce  que  les 
angles  BMO  et  BNO  sont  droits  ;  décrivons  de  même 
une  circonférence  sur  OC  comme  diamètre^  elle  passera 
par  les  points  N  et  P,  parce  que  les  angles  ONC  et  OPC 
sont  droits.  Gela  posé,  les  triangles  BOM  et  OCP  sont 
semblablesi  parce  qu'ils  sont  rectangles,  l'un  en  M  et 
l'antre  en  P,  et  que  l'angle  MBO,  supplément  de.  l'an- 
gle ÂCO,  est  égal  à  l'angle  OCP,  qui  est  aussi  le  sup- 
plément de  ÂCO  ;  donc  il  en  résulte  que  l'angle  BOM 
=:GOP;  mais  l'angle  BOM=BNM,  comme  angles  in- 
scrits dans  le  même  segment  BM,  et  l'angle  COP  =:CNP 
comme  angles  inscrits  dans  le  même  segment  CP  ;  donc, 
puisque  BOM =COP,  l'angle  BNM  est  égal  à  CNP,  et 
par  suite  la  ligne  MNP  est  une  ligne  droite  ;  c.  9.  /*.  d. 
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THEOREME. 

^  205.  Dans  un  triaDgle  quelconqae  ABC,  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  sommets  sur  les  côtés  opposés ,  les 
milieux  des  côtés  opposés,  et  les  milieux  des  distances  qui 
séparent  las  trois  sommets  du  point  de  rencontre  des  per«- 
peadieuleires  abaissées  des  sonmiets,  sont  neuf  pointa  qui 
appartiennent  i  une  même  circonférence. 

FiG.  176.  — Soient  ÂA',  BB\  GCIesperpendietilaires 
abaissées  des  sommets,  et  I  leur  point  de  rencontre; 
soient  O,  K  et  H  les  milieux  des  distances  AI,  BI  et  CI  ; 
soient  enfin  M,  F  et  E  les  milieux  des  trois  côtés  ;  il  faut 
démontrer  que  les  neuf  points  A',  ff,  C,  O,  R,  H,  M, 
F  et  E  sont  sur  une  même  circonférence. 

La  figure  EKFH  est  un  rectangle;  en  eflet,  EK  est 
parallèle  à  AI,  parce  que  les  points  E  et  K  sont  les  mi- 
lieux de  BA  et  BI,  FH  est  parallèle  à  AI  pour  une  rai«- 
son  semblable  ;  donc  ER  est  parallèle  à  FH.  On  prouye- 
raitde  même  queEF  est  parallèle  à  KH.  De  plus  EK, 
parallèle  à  AI,  sera  perpendiculaire  sur  RII  parallèle  à 
BC,  parce  que  AI  est  perpendiculaire  sur  fiC  ;  donc  la 
figure  EKFH  est  un  rectangle  ;  donc  le  cercle  décrit  sur 
EH  ou  sur  KF,  comme  diamètre,  passera  par  les  quatre 
sommets  de  ce  rectangle. 

La  figure  KOFM  est  aussi  un  rectangle  ;  donc  le  cer- 
cle en  question  passera  aussi  par  les  points  O  et  M.  Les 
angles  KB'F  et  ECH  étant  tous  les  deux  droits,  le  même 
cercle  passera  encore  par  les  points  B'  et  C  Enfin  le 
même  cercle,  passant  par  les  points  O  et  M,  passera 
aussi  par  le  point  A',  puisque  l'angle  OA'M  est  droit. 
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DMe  enfin  Its  n«uf  pointe  dont  nous  avons  parié  se 
tmnvent  snr  une  mdme  etreonférenee  de  cercle. 

SeoKe.  Le  centre  de  la  circonférence  qui  passe  par  les 
neuf  pointe  dont  il  est  question,  est  situé  sur  le  milieu 
de  la  droite  qui  joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle,  au  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs  ;  le 
rayon  de  cette  circonférence  est  égal  à  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  circonscrit,  et  cette  même  circonférence 
touche  intérieurement  le  cercle  inscrit,  et  extérieurement 
les  trois  cercles  ex-*inscrite.  On  peut  consulter ,  à  cet 
égard,  les  nouvelles  Annales  de  Mathématiques^  rédi- 
gées par  MM.  Terquem  et  Gérono  (avril  1842.) 

THÉORÈME. 

^  206.  Bans  tout  trianglp  ABC,  le  point  de  reocontre  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  sommete  sur  les  côtés  opposés,  le 
centre  de  gravité  et  le  centre  du  cercle  circoDScrit,  sont  trois 
pointe  situés  sur  la  mdme  ligile  droite;  la  distance  des  deux 
premioiis  pointe  est  double  da  la  distance  des  deun  derniers. 

FiG.  177.  —  Soient  O  le  point  de  rencontre  des  per- 
pendiculaires, G  le  centre  de  gravité,  et  D  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  il  faut  prouver  que  ces  trois  pointe 
sont  en  ligne  droite.  Pour  cela,  il  suffit  de  démontrer  que 
l'angle  BGO  =  l'angle  MGD. 

L'angle  OBG=GMD  comme  alternes  internes;  d'ail^- 
leurs  G  étant  le  centre  de  gravité,  on  a  BG  *  QM  :  '•  2 1 1 , 
et  comme  les  triangles  ÂOB  et  MND  sont  semblables, 
comme  ayant  les  côtés  parallèles,  on  a  aussi  BO;MD:; 
ALB:MN::2:l;dancpar8niteonaBG:GM::BO:Mn. 
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Les  triangles  OBG  et  MGD  sont  donc  semblables 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  c6tés  pnypm>- 
tionnels  ;  donc  l'angle  fiGO=MGD,  et  par  conséquent 
les  trois  points  O,  G  et  D  sont  en  ligne  droite. 

On  a  d'ailleurs  0G;GD::BG;GM::2:l  ;  donc  la 
distance  OG  est  double  de  GD  ;  le  théorème  est  donc 
démontré. 

PROBLÈME. 

>  !207,  Trouver  sur  une  droite  donnée  ÂB  un  point  tel ,  que  ses 
distances  à  un  point  donné  Q,  et  à  une  droite  donnée  de 
position  MN  soient  égales  entre  elles. 

FiG.  178.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  C  un 
point  satisfaisant  à  la  question,  en  sorte  qu'on  a  CQ= 
la  perpendiculaire  CH. 

Du  point  Q  abaissons  la  perpendiculaire  QI  sur  AB , 
et  prolongeons-la  d'une  quantité  tG=:QI.  La  circonfé- 
rence décrite  du  point  C  conune  centre,  avec  CQ  pour 
rayon,  passera  par  le  point  G,  parle  point  H,  et  de  plus 
sera  tangente  au  point  H  à  la  droite  AIN.  On  conclut  de 
là  que  le  point  C  est  le  centre  d'une  circonférence  pas- 
sant par  les  deux  points  Q,  G,  et  tangente  à  la  droite  MN. 
Nous  savons  déjà  que  le  centre  de  cette  circonférence  est 
situé  sur  la  droite  AB,  tâchons  donc  de  déterminer  le 
point  de  contact  de  cette  circonférence  avec  la  droite 
MN,  l'intersection  deABavecIaperpendiculaireélevéepar 
ce  point  de  contact  à  MN  donnera  le  centre.  Pour  cela, 
prolongeons  GQ  jusqu'en  £,  nous  aurons  EGx£Q  = 

EH ,  H  étalât  le  point  de  contact  cherché.  Prenons  à 
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droite  et  à  gauche  dn  point  E  ded  longueurs  EH ,  EH' 
égales  entre  elles  et  à  la  moyenne  proportionnelle  entre 
EQ  et  EG;  les  points  H  et  H'  seront  les  points  de  con- 
tact des  deux  circonférences  tangentes  à  la  droite  MN  et 
passant  par  les  points  G  et  Q.  Les  centres  de  ces  circon- 
férences C  et  C  satisfont  à  la  question,  car  on  a  CQ= 
CH,  CQ'=CH',  et  CH  et  CH'  sont  perpendiculaires 
sur  MN: 

PROBLÈME. 

^iS»i.  Des  sommets  d'un  triangle  ABC,  comme  centres,  décrire 
trois  circonférences  qui  se  touchent  mutuellement,  et  expri- 
mer leurs  rayons  en  jonction  des  trois  côtés  du  triangle. 

FiG.  179.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  dési- 
gnons par  a?,  y  et  z  les  trois  rayons,  savoir,  BN=â?, 
€N  z=zz  et  AP=y/  nous  aurons  les  trois  équations  : 

x+y=c  (1), 

x  +  z=a(2), 

y  +  %  =  h[Z)\ 
en  retranchant  (2)  de  (1) ,  il  vient  y — J8=c— a  (4)  ; 
en  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4)  on  a  2y  =:6-f-c — a, 
d'où  y=*=^^;  on  trouve  aussi  facilement  j8=^~^ 
et  a?=^^t£z:^;  telles  sont  les  valeurs  des  trois  rayons. 

Corollaire.  Nous  avons  vu  que  la  valeur  du  segment 
BN ,  déterminé  par  le  cercle  inscrit  O  sur  le  côté  BC , 
étaitégaleà p — 6,  ou  à  ^=~^ — 6,  ou  enfin  à  ^^=^  ;  donc 
le  rayon  x  de  l'une  des  circonférences  demandées  est 
égal  à  ce  segment,  et  à  Taide  du  cercle  inscrit  O ,  il  est 
alors  très-facile  de  décrire  ces  trois  circonférences. 
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PROBLÈME. 

/-  M9.  Étant  donné  un  point  A  situé  hors  d'une  circonférence  0» 
on  propose  de  mener  par  ce  point  une  sécante  ABC  telle,  que 
la  partie  AB,  comprise  entre  le  point  A  et  la  circonférence, 
soit  égale  à  la  partie  interceptée  dans  la  circonférence. 

FiG.  180.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  la  sécante  demandée,  on  aura  AB  =  BC;  joignons 
OB,  OC,  et  prolongeons  OB  d'une  quantité  BH=OB; 
il  est  clair  que  le  triangle  ÂBH  sera  égal  à  OBC  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc 
AH=OB  ;  d'ailleurs,  on  a  pris  BH=OB.  Ainsi  le  point 
H  se  trouve  distant  des  points  A  et  B  d'une  quantité 
égale  au  rayon  de  la  circonférence  donnée,  et  comme  H, 
B  et  O  sont  en  ligne  droite,  il  en  résulte  qu'on  peut  re-*- 
garder  le  point  H  comme  étant  le  centre  d'une  circon- 
férence qui  passe  par  le  point  donné  A,  qui  est  tangente 
à  la  circonférence  donnée  O  et  qui  a  pour  rayon  le  rayon 
de  cette  circonférence.  Pour  déterminer  le  point  H  on 
décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  le  rayon  de  la 
circonférence  donnée,  un  arc  de  cercle;  du  point  O  comme 
centre,  avec  le  double  du  rayon  de  la  circonférence  don- 
née, on  décrit  un  second  arc  de  cercle,  et  le  point  H  se 
trouve  à  l'intersection  de  ces  deux  arcs  de  cercle.  Du 
point  H  comme  centre,  avec  AH  pour  rayon,  on  décrit 
alors  une  circonférence  qui  touche  la  circonférence  don- 
née en  B,  on  joint  AB,  et  cette  dernière  ligne  est  évi- 
demment la  sécante  demandée. 

DUcmsion.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il 
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faat  qu'on  poÎMe  conitruire  le  triangle  ÀOH,  par  con- 
séquent, il  faut  que  AO,  distance  du  point  donné  au 
centre  de  la  circonférence  donnée,  soit  plus  petit  que  la 
somme  des  distances  AH  et  OH,  c'est-à-dire  plus  petit 
que  trois  fois  le  rayon  de  la  circonférence  donnée,  et 
qu  il  ioit  w  même  temps  plus  grand  que  OH— AH, 
c'est-à-dire  plus  grand  que  le  rayon  de  la  circonférence 
donnée.  Dans  ce  cas,  les  deux  arcs  de  cercle  décrits  des 
points  A  et  O,  comme  centres,  se  coupent  en  deux  points 
H  et  H',  et  il  y  a  deux  droites  ABC  et  MSC  qui  satis- 
font à  la  question. 

THÉORÈME. 

^  210.  La  somme  des  carrés  des  trois  côtés  dans  un  triangle  quel- 
conque ÂBG  est  égale  à  trois  fois  la  somme  des  carrés  des 
difftïnow  du  watre  de  gnivité  aux  tvois  sommets. 

—2  —2 

FiG.  181.  — Il  faut  démontrer  qu'on  a  AB+AC  + 

BC=3  (AO  +  BO  +  GO). 

D'ajwès  un  théorème  connu,  le  triangle  ABC  donne 
successivement 

ÂB  +  Ac'=2AmV2BM, 

AC+BC=2C^+2Ap', 

ÂB  +  BC=2BNVaAN'; 
•joutant  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

8(A'B  +  AcVBC)Œa(AM+CpVBN)+2(BM-*r 

—2  —2 
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mais  AM=|AO,  AM=;A0, 

CP= ;0C  ;  donc  CPzsjÔC, 
BN=îOB  BN=î6B; 

de  même  BM=f  ,  AP  =^'  An'zs^!  Snbstîtaaiit  ces 
différentes  valeurs,  il  vient  2(àB4-AC  +  BC)=î(AO 
+  BÔVoC)  +  ;(AB'+AC4-BC);d*oà  AbVacV 
BC  =  3(AoVb5+OC);  c.  q.  f.  d. 

THÉORÈME. 

211.  Si  Ton  divise  la  base  BC  d'un  triangle  ÂBG,  de  manière 

—2 

qu'on  ait  BD:DC:  :  m:n,  on  aura  la  relation  suivante  :  n  AB  + 

—2  —2  —2  —2 

MÂG=(fyH-n)AD  +  nBD+mDG. 

FiG.  182.  —  Pour  le  démontrer,  enjoint  le  point  A 
au  point  D,  et  du  point  A  on  abaisse  Ta  perpendiculaire 

— «  —2 

ÂH.  Alors,  l'angle  ADB  étant  aigu,  on  aura  AB=âD 
+  BD— 2BDXDH;  et  l'angle  ADG  étant  obtus,  on 

—2  —2  —2 

aura  A€= AD  +  DC  +  2DC  X  DH.  Multipliant  la  pre- 
mière égalité  par  n  et  la  seconde  par  m,  puis  ajoutant 
ces  deui  égalités  membre  &  membre,  et  remarquant  que 
l'hypothèse  BD  :  DG  :  :  m  :  n  donne  n  BD = mDC ,  il  vient 

—2  —2  —2  —2  —2 

nAB+mAC=(m  +  n)AD+fiBD+mDC;c.9.^.({. 
Corollaire  1 .  Si  on  suppose  n=ztn,  alors  BD  =DG, 
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et  la  formale  devient  AB + AC  =  2  AD  +  2BD  ;  c'est  le 
théorème  relatif  à  la  somme  des  carrés  de  deux  c6tés 
dans  un  triangle. 

Fi6. 183.  —  CarolUme  2.  Si  le  point  D  est  situé  sur 
le  prolongement  de  la  base  BG  du  triangle  ABC ,  le 
théorème  existe  toujours ,  mais  il  faut  changer  le  signe 
de  n. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  la  proportion  BD;DC 
:  :  tnln^  d'où  n  BD=mDC.  Abaissons  sur  BD  la  per- 

pendiculaire  AH,  le  triangle  AGD  donne  AC  =  AD  + 

—2  —2 

CD— 2GDXDH,  et  le  triangle  ABD  donne  AB  = 

^+BD— 2BDXDH. 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  égalité 
par  m,  et  les  deux  membres  de  la  seconde  par  n;  re- 
tranchons ces  deux  égalités  l'une  de  l'autre,  et  tenons 

—2  —2 

compte  de  l'hypothèse,  nous  aurons  mAG — iftAB  = 

—2—2—2 

(m— n)  AD+mGD— fiBD;  c.  q.  f.  d. 

THâonim. 

212.  La  somme  des  carrés  des  distances  des  trois  sommets  d'un 
triangle  à  un  point  quelconque  de  son  plan»  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  distances  du  centre  de  gravité  de  ce 
triangle  à  ses  trois  sommets,  plus  trois  fois  le  carré  de  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  au  point  considéré. 

Fie.  184.  —  Soit  ABG  un  triangle  quelconque»  H  un 
point  quelconque  de  son  pian,  et  0  le  centre  de  gravité 
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du  triangle,  il  faut  démontrer  qu'on  a  la  relation  9= 

AH  4»  BH  H-C  H  ==  AO  M-  BÔV  CÔV  30H. 

Les  triangles  ABH,  AHG,  BHG  doMMitt 

ÀH-HBHssaPH-ffiAP. 

AH+HC=2NH+  2Aj7, 

BH+HC=2MH  +  2BM; 
ajoutant  om  trois  égalités  membre  à  membre,  il  Tient 

2  (  AH+BH +CH)  =  2  (PH^+NH+MSi  -^2(AP 

+anVbm)(1). 

Us  triangles  AOB,  AOG  et  BOC  donnent 
2ÂP=AO+OB— 20P» 
lANœAÔVoC— ftOÏf, 

2BM=B0 +0G— 20M  ; 

ajoutant  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

2  (AP+AÎf+BM)  =2  (AÔ +OB+ÔCÎ  —  2(0?* 

4-0N+0if)(2); 

ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (1  )  et  (2) ,  il  vient 

2  S»=2  (PËf+NH+MÏf)  4-2  (AÔVobVoC)— 2 

(0?-4-0nV0M)  (3). 
Les  triangles  AHM,  BHN,  PHG  doBMOt 

AH+aMHs30H4-AO+aOU, 

]£  +  2NHai30H4-OB-4-20N, 

CH  +  2PH  =::  SOÏI 4-  OC  4-  «0?; 
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^outanl  oe»  trois  égalités  mtmbre  à  membre,  il  tient 

S*  +  2(MH+ira+PHl===90H  +  AÔVoBVo? 

+  2(0M+0N+0P')  (4); 

ajoutant  enfin  les  égalités  (3)  et  (4)  membre  à  membre, 

il  yient 

3S\  ou(AhVbhVch')  X3=90H  +  3(A0  + 

0B+6C),  d'où  AH +BH  +Ch'==30ÏÎ  +  AÔV 

0B4-0C;c.  q.  f.  d. 

PROBLÈMS. 

215.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  somme 
des  carrés  de  leurs  distances  à  trois  points  donnés  A,  B,  G 
soit  égale  à  un  carré  donné  p*. 

FiG.  184.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  H 

—a        —2 
un  point  quelconque  du  Heu,  on  doit  avoir  AH +  BH 

4-CH=jp';  maison  a  aussi  AH  +BH  +  CH=3pH^ 

+AÔ+6b+OC;  donc  dn  a  30H  +  AÔ-f:OB  + 

OG=p*.  La  seule  inconnue  est  OH,  elle  ne  dépend  que 
de  quantités  invariables  ;  donc  le  lieu  est  une  circonfé- 
renqs  de  cercle  qui  a  pour  centre  le  centre  de  gravité  0 
du  triangle  formé  enjoignant  deux  à  deux  les  trois  points 
donnés,  et  qui  a  pour  rayon  la  droite  OH.  Voyons  main- 
tenant comment  on  pourra  construire  OH.  On  tire  de  la 

rormule30H=|>*— AO— OB— OC;  si  Ion  pose  j* 

—2  —2  —2 

=p* — AO — OB — 0C>  on  pounm  construire  j*,  et 

—2  —2 

par  suite  on  aura  30H  =  jf*,  ouOH:ç*:;l:3.  Ainsi 
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OH  est  le  c6té  d'un  carré  qui  est  à  un  carré  q*^  qu'on 
peu tregarder  comme  connu,  dans  un  rapportdoRné  1 13; 
donc  on  peut  construire  OH,  et  le  lieu  peut  être  regardé 
comme  parfaitement  déterminé. 

PROBLiME. 

214.  tJn  trianele  étant  inscrit  dans  un  cercle,  on  propose  d'ex- 
primer en  fonction  des  angles  de  ce  triangle  les  angles  que 
font  ses  6ôtés  avec  les  droites*^  qui  joignent  les  sommets  au 
centre  du  cercle  circonscrit. 

Fi6.  185.  —  Soit  ÂBG  un  triangle  inscrit  dont  les 
angles  sont  a,  |3  et  7;  soient 

«=OCA=OAC, 

y=OCB=OBC, 

2=0BA=:0AB, 
on  a  les  trois  équations  a;  +  y =7 

y+«=|3 
on  tire  de  ces  équations  a^sr'xzE,  yz:ztïx:*ei  z  = 


PROBL&IIB. 

215.  Exprimer  en  jonction  des  côtés  d'un  triangle,  les  segments 
compris  entre  les  sommets  de  ce  triangle  et  les  points  où  un 
cercle  ex-inscrit  au  triangle  touche  ses  côtés  ou  leurs  pro- 
longements. 

F16.  186.  — Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  dulrian- 
gleABG,  soient  CM  =  CP=«, 
BN=PB=y, 

AM=AN=«, 
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on  aura  x+y=sza,  — .y4-3=c,  z — x=zb;  on  tire 
de  ces  équation»  œ=^^,  y  =  ^^,  z  =^±^.  En 
désignant  par  p  le  demi-périmètre  du  triangle,  on  a 
«=p — 6,  y=P — cet«=p. 

PROBLÂMB. 

216.  Exprimer  les  hauteurs  d'un  triangle,  puis  sa  surface  en 
fonction  de  ses  trois  côtés. 

FiG.  187. — Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  les 
trois  côtés  sont  a,  &etc,  abaissons  les  hauteurs,  le  triangle 

—2  —2 

rectangle  ABH  donne  AU  =  c*«— BH  ;  mais  on  a  aussi 
i.=a*  +c*— 2a  X  BH,  d*où  BH=«'::^;  par  suite 

(fl4^4.^(fl4<-éM^fa-€H»^-c--<i)    d'oàAH=^ 

y(a+e  +  b)  (a+c— 6)  (6+a— c)  {b+ê^c^; 
on  trouverait  de  même  BK=A 

|/{o  +  c4-6)  (a  +  c— 6)  (6  +  a— c)  (ft+c— a) 
CV=è»^(a+c+6)  (a+c— 6)  (6+a— c)  (6+c— a)"! 

On  sait  que  la  surface  d'un  triangle  est  égale  à  sa 
hauteur  nroltipliée  par  la  moitié  de  sa  base  ;  donc  on  a 
S=;a  X  AH.  Remplaçons  AH  par  la  yaleur  que  nous 
venons  de  trouver,  il  vient  S=î 

k(a+6+c)  (6+c— a)  (a  +  c— 6]r(a+6— 7). 
Posons a+fr+c=2 p,  on  trouve 

il 
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a+ç— 6=5  2»— 26=2  (p— 6) , 
et  par  suite  S=  |/p(p_a)  (p^6  (ji— c). 

i(17«  ^riioer  la  surfiiica  d'mi  triangle  ABC.en  foQçtiop  ddf  trpii 
médianes,  c^est-^-dire  def  trois  lignes  q|i|  joignent  les  som- 
mets aux  milieux  des  côtés  opposés. 

FiG.  188.  —  Représentons  les  trois  médianes  par  a, 
|3  et  y.  On  sait  que  le  point  0,  centre  de  gravité  du 
triaagie  ABC,  partage  ee  triangle  en  trois  parties  équî- 
vaientea  AOB,  AOG  et  BOG.  Cela  posé ,  prolongeeni 
OM  d'une  quaptité  HQ=OM,  on  aura  OQ=BO=|BM 
=s*|3;  le  triangle  MGQ  sera  égal  à  AMO,  de  sorte  que 
OCQ  sera  égal  h  AOG  =^  ABC.  Il  est  évident  qu'enjoi- 
gnant AQ,  la  figure  AOCQ  sera  un  parallélogramme,  de 
sorte  qu'on  aur^GQ=|a,  0G=|2'.  ^i  donc  dans  la  for- 
mule S=\)^a+lf+Q)  (fl+b—c)  (a+a— fe)  (6+o-^), 
qui  exprime  la  surface  d'un  triangle  en  fonction  de  ses 
troiscâtés,on  faita=:|a,  6=||3,c=Jy,  on  aura  pour 
la  surface  du  triangle  OCQ,  OGQ=^ 

i/f(«+p+y)x|(a+(3-^)x|(a+rH3)xKP+r-«) 

et  par  suite  ABG  =^ 

=rl^(«+g+y)  («+(3—7)  («  +  y— 13)  (P+y— «). 
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218.  Calculer  la  surface  d'un  trapèze  en  fonction  des  quatre 
côtés. 

FiQ.  189.  —  Soit  ABCD  up  trapèze  dont  les  côtés 
sont  (f,  b,  c  et  4,  du  poiqt  B  i^euons  ^  b^nteur  QP, 
(H  msiiops  QK. parallèle  i  AD.  p'aprèa  m  théorème 
connu,  nous  aurons  8=^  X  BH.  Le  triangle  rectan- 

—2  —2 

gle  BHG  donne  BH=sft* — GH;  mais  dans  le  triangle 

BKG  on  a  BKsBG  +  KG— -aKG  XGH,    ou  bien 
comme  KG=c — âd*=:6'  +  («— o)'  —  2(c — a)  X 

CH,  d'oAGH=%<^-^,  parfaite op  aBH=±J«— 

i^t^^,  pu  Bg=?^^'^f-^n;-r--^r,  ou  bh  « 

4(o-a)» 

[(^+(c-fl))^tf']  [(P-[Cc-^)-6P] 

4(c— ay 

4(c-<i)« 

Or,  si  l'on  pose  ?|?==(f +6+c+cï,  on  pura 

6+ç— a  +  d=2(p— <»), 
5  +  c — a — <i=2(p — a — d)y 
â+c — a — 5=2(p — a-r6) , 
d— «  +  a  +  6  =  a(|>— c); 

doue  BH  =  ^fft^? ^Tlgjîr^^  »"""^ ,  donc  BH=,i^ 
•^Q> — a)  (p — c)  (p— a — d)  (p — a — 6),  et  par  suite  S 

CoroUoire.  Si  Ton  suppose  a = o,  le  trapèze  se  change 
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en  triangle,  et  on  trouve  8  =  1^  (p — c)  (p — d)  (p — 5), 
formule  connue  et  qui  exprime  la  surface  du  triangle. 

PROBLÈMB. 

219.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  on  propose  de  trouver 
le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  n  fois  le  carré  de  leurs 
distances  au  point  A,  plus  m  fois  le  carré  de  leurs  distances 
au  point  B,  égalent  un  carré  donné  p*. 

Fi6.  190.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  C 

—2  —2 

un  point  quelconque^ du  lieu,  on  aura  nAG*hmBC  = 
p*;  telle  est  rhypothëSjB. 

Divisons  la  droite  ÂB  au  point  D  en  deux  parties  AD 
et  DB  telles,  qu'on  ait  ADiDBrimIn,  alors  d*aprèsun 

—2  —2  —2 

théorème  connu  on  aura  nAG  +  mBGz=(m+n)GD 

—2—2  —2—2 

+^  AD  +  mDB^  et  par  suite  p^  =  {m+n)  CD  +  n  AD 

—2  —2 

+mDB;  d'où  on  tire  CD=2Î=2!^^2^.  Cette  valeur 
de  CD  ne  dépendant  que  de  quantités  connues  et  inva- 
riables, il  en  résulte  que  le  lieu  est  une  circonférence  de 
cercle  décrite  du  point  D  comme  centre,  avec  CD  pour 

—2  —2 

rayon.  Si  Ton  pose  î*=p* — nAD — mDB,  on  pourra 

—2  —2 

déterminer  q,  et  Ton  aura  par  suite  CD =2^,  ou  CD 
:  9*  :  :  1  :m +n;  on  voit  donc  que  CD  est  le  c6té  d'an 
carré  qui  est  à  un  carré  donné  9'  dans  le  rapport  de  1  à 
m  +  n;  il  est  donc  possible  de  déterminer  CD,  et  le  pro- 
blême  est  résolu. 
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PROBLÈME. 


220.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  on  propose  de  trouver  le 
lieu  géométrique  des  points  tels,  que  m  fois  le  carré  de  leurs 
distances  au  point  B,  moins  n  fois  le  carré  de  leurs  distances 
au  point  A,  égalent  un  carré  donné  p*. 

PiG.  191 .  — ^  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  C 

un  point  quelconque  du  Heu,  on  aura  mBC — nAG= 
p*.  Joignons  les  points  A  et  B,  et  déterminons  sur  le 
prolongement  de  AB  un  point  D  tel,  qu'on  ait  AD:DB 

—2 

::m;ti,  on  aura,  d*aprèsun  théorème  connu,  mBC — 

— «  —2—2—2 

HAC  =  (m — n)  CD  H-mDB — nAD,  et  par  suite  p*= 

(m— n)  CD  +  mDB— »  ad'  d'où  (3==Elî:2^=ï25!. 
Cette  valeor  de  CD  ne  dépendant  que  de  quantités  con- 
nues et  invariables,  il  en  résulte  que  le  lieu  est  une  cir^ 
conférence  de  cercle  décrite  du  point  D  comme  centre, 

—2 

avec  CD  pour  rayon.  Si  Ton  pose  ç*=p*4-nAD — m 

—2  —2 

DB ,  on  aura  CDr=^  ou  CDlq*::  1  : m—n.  On  voit 
alors  que  CD  est  le  côté  d'un  carré  qui  est  à  un  carré 
connu  q*  dans  un  rapport  donné  1  a  m — n.  Il  est  donc 
possible  de  construire  CD,  et  le  lieu  géométrique  peut 
être  regardé  comme  étant  déterminé. 
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PROBLÈME. 

221.  Trouver  sur  la  droite  OK,  qui  joint  les  centres  de  deux 
tfiàfigM  ê^tlilàflSrftUx  ÂBC  et  ^QR,  uii  ^ôint  lel^  que  là èèfcMi 
M  eârféft  de  ses  distancés  aux  sommets  iu  Jiremièir  Inan^e, 
S9ÎI  à  la  ScHume  des  carrés  de  ses  distahces  aui  solnfliettf  ftu 
second  triangle  dans  un  rapport  donné  m  :  n.. 

FiG.  192.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  H 

le  point  demandé,  on  doit  avoir,  par  hypothèse,  AU  + 

BH  +  GH:PH+OH  +  RU::m:n.  Nous  àtonii  knssi, 
Â'àprès  uti  théorème  connu , 

ÀÎif+BH  +  CH=AÔVB0+C0+30H 

HP+HQ+HR=KiM-KQ  +  KR  +  3HK; 
mais  le  triangle  ABC,  étant  équilatéral,  on  a  AO=BO 

=oc=.:am=î»^ac*— Gïir=î>^Ar— ^=f^^ 

=fV3.  De  même  le  triangle  PQft ,  étant  équilatéral , 
on  a  Pk=QK=RK=«tkl  ;  doncon  a  AH4-BH^- 
CH'=3(^)+30H=:AC+  30H,  et  HP+;HQ 
+HR=  3  {^)  +3HK=PQ+  3HK;  par  saite  il 
Viëht  ÂC +30H  :  PqVsHK: :i»:h,  d'où  h ACV 3« 
0H=mPQ+3m.HK,  ou  3n.0H— 3m.HK=m. 

—2  —2  —2  —2 

PQ— n.AC.  Si  Ton  pose  9*=i»PQ— n.AC,  il  vient 

—9—2  -« 

n.OH— mHK=Ç,  et  en  posant Ç  =  î%  on  an.OH 
— mUK=:9*.  On  voit  donc  que  le  point  demandé  H  se 
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Mute  à  l'iUterMCkidn  die  la  droite  qui  joint  les  eèntreè 
des  deux  triangles  éqailatérdtik«  et  du  iieift  géométrique 
des  points  tels,  que  n  fois  le  carré  de  leurs  distances  au 
centre  de  gravité  du  premier  triangle,  moins  m  fois  le 
carré  de  leurs  distancés  ail  centre  du  second  triangle 
égalent  un  carré  donné  f*  i  le  problème  peut  done  être 
tegairdé  l^omote  étant  résolli. 


PROBLÈMB. 

228.  Deux  circonférences  0  et  I  étant  dcmnéés,  trouver  le  lieu 
géemétrique  des  peints  tels,  que  la  somme  dès  carrétf  des 
tanieptes  nieaées  de  ces  points  aux  deux  circonférences  soit 
égale  à  un  carré  donné  p^, 

FiG.  193^  — Supposons  le prûblèm^e  résolu,  et  soitC 
un  point  quelconque  du  lieu  ;  menons  de  ce  point  des 
tangentes  aux  deux  circonférences,  joignons  les  centres 
âtix  poihts  de  Cotitact,  et  représentons  les  rayonidés  cîr- 

conférences  données  par  R  et  r.  Par  hypotli^èse  oo  a  ÂC 

—2 

^^'BGsp*;  mais  le^  tKahgles  fectaiigles  OAG  et  IBC 

donnent  OC  =  AC  +  R*  et  IC  =  BC  4-  r%  en  ajoutant 
ces  deux  <lernières  égalités  membre  à  membre,  et  en  y 

intioduidant  l'hypothèse,  il  vient  OC+IC==:^*^R* 
+1^.  Le  problème  revient  donc  à  chercher  le  lîeft  g^ 
métrique  des  points  tels ,  que  la  somme  des  carféë  de 
leurs  distatices  aux  centres  0  et  I  des  deux  cif ôonféi^énces 
données,  soit  égale  à  un  carré  donné  p«  +  R^+r*.  Nous 
avons  irésolu  cette  question,  et  notis  avons  trouvé  qtte  lé 
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liev  était  one  dreoDfiivMce  de  eerele  ayant  pour  centre 
le  mHiett  M  delà  droite  OL 


PROBtËME*  V 

225.  Deux  circonférences  0  et  I  étant  données,  on  propose  de 
trouver  le  lieu  géométrique  éea  points  tels,  qa*en  menant 
de  ces  points  des  tangentes  aux  deux  circonférences ,  ces 
tangentes  soient  égales. 

Il  y  a  cinq  cas  à  considérer  :  1^  les  circonférences  sont 
extérieures  l'une  k  l'autre. 

Fie.  194.  —  Supposons  le  problème  résolu  «  et  soit  C 
un  point  quelconque  du  lieu,  on  aura,  d'après  l'hypo- 
thèse, AG=:CB.  Les  triangles  rectangles  AOC  et  IBC 

—a  —2  —2—4 

donnent  OC  =  AC  +  R*  IC = CB + r*.  En  retranchant 
ces  deux  égalités  membre  à  membre,  et  en  tenant  compte 

de  l'hypothèse,  il  vient  OC— IC=R*— r*-  Le  pro- 
blème proposé  revient  donc  à  chercher  le  lieu  géomé- 
trique des  points  tels,  que  la  différence  des  carrés  de  leurs 
distances  aux  centres  O  et  I  des  deux  circonférences  don- 
nées, soit  égale  à  un  carré  donné  R* — ï*.  Nous  avons 
résolu  cette  question,  et  nous  avons  trouvé  que  le  lieu 
est  une  droite  perpendiculaire  sur  la  ligne  01.  Gomme 
on  peut  donner  pour  la  détermination  de  ce  lieu  géo- 
métrique une  construction  fort  simple,  nous  allées  l'in- 
diquer :  on  décrit  une  circonférence  quelconque  coupant 
les  deux  circonférences  données  aux  points  P,  Q,  R,  S. 
On  mène  les  cordes  communes  PQ  et  RS  à  cette  troi- 
sième circonférence  et  aux  deux  iH^mières,  et  ces  cordes 


\ 
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eommunes  vont  se  couper  ea  un  point  C  qoi  appartient 
au  lieu  demandé.  En  effet,  si  de  ce  point  on  mène  aux 
circonférences  0  et  I  les  tangentes  CÂ  et  GB,  on  a  d'a- 
bord CÂ  =  CPXCQ  et  CB=CRXCS,  on  a  d'ailleurs 
CPxCQ=:CRxCS,  parce  que  les  poinU  P,  Q,  R,  S 

appartiennent  à  une  même  circonférence  ;  donc  CA-=: 

—a 
CB  ou  CÂ=:CB.  Le  point  G  appartient  donc  au  lieu 

demandé;  pour  achever  de  le  construire,  il  suffit  d'a- 
baisser du  point  C  une  perpendiculaire  sur  la  ligne  des 
centres. 

2^  Si  les  circonférences  sont  intérieures  Tune  i  l'au- 
tre ,  la  construction  que  nous  venons  d'indiquer  déter- 
mine également  un  point  du  lieu,  et  en  abaissant  de  ce 
point  une  perpendiculaire  sur  la  ligne  des  centres,  on 
obtient  le  lieu  en  question. 

FiG.  195.  —  3^  Supposons  que  les  circonférences  se 
coupent.  Soit  C  un  point  quelconque  du  lien ,  on  aura 
CA=CB  par  hypothèse;  mais  les  triangles  rectangles 

AOGetIBC  donnent  OC=AC  4-R'  etIC  =  BC4-r*, 

d'onOG — IC=R* — r*.  Ainsi  la  différence  des  carrés 
des  distances  du  point  C  aux  centres  0  et  I  des  cercles 
doit  être  égale  i  la  différence  des  carrés  des  rayons. 
Joignons actuellementles  centres  0  et  là  un  des  points  K 
d'intersection  des  deux  circonférences,  et  tirons  la  corde 
commune  KD  q«i  est  perpendiculaire  sur  01.  Les  trian<- 


—2 


gles  rectangles  KOH  et  KHI  donnent  OH=rR*— KII 
et  IH=r*— Kh'  d'oà  OH— IH=R'— r»;  donc  le 
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^Ijit  H  flé  i«ncoiJtre  de  la  cotde  cbmtnutie  avec  là  ligne 
des  centres  est  un  des  points  demandiés.  I^rottv6nS  ttiaih- 
tenant  qti'nn  point  G  quelconque  de  la  cordé  commdhë 
satisfait  à  la  question,  et  il  en  résultera  que  la  corde 
commune  est  le  lieu  demandé.  En  effet,  si  du  point  C 

on  mène  les  tangentes  GA.  et  GB,  il  vient  CA=:CD  X 

CK  et  CB=CD  X  CK,  d'où  CA=CB. 

4®  et  5®  Lorsque  les  circonférences  se  touchent ,  soit 
intérieurement,  soit  extérieurement,  le  lieu  demandé 
est  la  tangente  commune  à  ces  circonférences. 

PROBLÈVB. 

224.  Trois  circonférences  inégales  étant  données,  trouver  sur 
leur  plan  un  point  tel ,  qu*en  menant  de  ce  point  des  tan- 
gentes aux  trois  circonférences,  ces  tangentes  soiefat  égales. 

Le  point  deniandé  doit  évideniment  appartenir  au  lieu 
géométrique  des  points  tels,  qu'en  menant  de  ces  points 
des  tangentes  à  la  première  et  à  la  seconde  circonférence, 
ces  tangentes  soient  égales  i  et  au  lieu  géoitlétlrique  dés 
points  tels,  qu'en  menant  de  ces  points  des  tangentes  à 
la  première  et  à  la  troisième  circonférence,  ces  tangentes 
soient  égalés  ;  donc  il  est  à  l'intersection  de  ces  deux 
lieux. 

PROBLÈME. 

2S5.  Trouver  sur  une  droite  donnée  MN  un  point  tel,  que  la 
somme  de  ses  distances  aux  deux  points  donnés  A  et  B  soit 
égale  à  une  droite  donné  oc. 

Nous  examinerons  successivement  deux  cas,  d'abord 
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fêlii  ou  tal  droite  MN  tie  renecHitra  pw  là  émte  AB  en* 
tau  les  points  A  et  B. 

FiG.  196.  —  1^  Supposons  le  problème  résolu,  et  G 
on  point  satisfaisant  à  la  question ,  en  sorte  qu'on  ait 
ÀG  +BC  ==a.  Prolongeons  ÂC  d'une  longueur  GD= 
BG,  la  droite  AD  sera  égale  à  a,  de  sorte  que  nous  sa- 
vons déjà  que  le  point  D  est  situé  sur  une  circonférence 
décrite  du  point  A  comme  centre ,  avec  a  pour  rayon  ; 
du  point  B  abaissons  sur  la  droite  MN  une  perpendi- 
culaire BG,  et  prolongeons-la  d'une  longueur  6H  égalé 
à  elle-même.  Les  trois  points  B^  H  et  D  sont  également 
distants  du  point  G,  en  sorte  que  ce  point  C  est  le  cen- 
tré d'tin  cercle  qui  {iassë  pat  les  deux  points  B  et  H,  et 
qui  ëâttarigent  à  la  circonférence  décrite  du  point  A 
comme  ceiitre,  avec  a  pour  tayon,  parce  que  le  point  D 
est  situé  sur  le  prolongement  de  AG.  Construisons  donc 
fan  feercle  passant  par  les  points  B ,  H  et  tangent  à  la 
ê{hx>riféréhce  dotit  lé  centre  est  A  et  le  rayon  «,  te  ceib* 
tte  de  cercle  satisfera  à  la  question  ;  cbr  si  D  edt  lé  point 
de  contact  dés  deux  circonférences,  G  le  centre  du  eer** 
de  que  nous  vonlotiS  construire,  point  qtii  est  décessai-< 
rement  situé  sur  la  ligne  MN,  puisque  BH  est  perpen- 
diculaire sur  MN,  on  aura  BG=GD,  et  comme  on  a 
AG+GD=a,  on ava  aussi  AG+BG=3a. 

Le  problème  proposé  est  donc  ramené  à  faire  passer 
tthe  circonférence  par  les  denx  points  B  et  H  et  tangente 
ft  la  circonférence  décrite  du  point  A  comme  centre,  ateo 
a  pour  rayon.  Nous  savons  déjà  que  le  centre  de  ce  cer- 
cle est  situé  sor  h  dIrMié  MN^  lAchotis  de  déterminer  le 
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point  de  contact,  et  nou»  connaîtrons  ce  centre  en  joi-* 
gnant  le  point  de  contact  an  point  A»  car  nous  savons 
que  le  point  de  contact  de  deux  cercles  se  trouve  sur  la 
ligne  qui  joint  les  centres.  Par  les  deux  points  B  et  H 
faisons  passer  une  circonférence  quelconque ,  pourvu 
quelle  rencontre  la  circonférence  dont  le  rayon  est  «. 
Soient  E,  F  les  points  d'intersection  des  deux  circon- 
férences. Joignons  EF,  et  prolongeons  cette  droite  EF* 
et  la  droite  BH  jusqu'à  leur  rencontre  en  T.  Nous  aurons 

TFXTE=TBXTH=TD,  TD  étant  la  tangenteme- 
née  du  point  T  à  la  grande  circonférence  ;  ces  égalités 
nous  montrent  que  TD  est  aussi  tangente  à  la  circonfé-- 
renoe  menée  par  les  trois  points  B,  H,  D.  Joignons  donc 
DA,  et  le  point  C  d'intersection  de  cette  droite  avec  MN 
satisfait  à  la  question,  et  en  effet,  on  a  AC  +  CD=a, 
commeBC=CD,onaAC+BC  =  a. 

Du  point  T  on  peut  mener  une  autre  tangente  TD'  à 
la  eîrooniérenee  dont  a  est  le  rayon,  ce  qui  fait  voir  que 
le  problème  admet  deux  solutions.  Enjoignant  D'A,  le 
point  C  d'intersection  de  cette  droite  avec  MN  est  le 
s6cond  point  qui  satisfait  à  la  question,  on  a  AC'  + 
BC=«. 

Discussion.  Lorsqu'on  a  «  >  AH ,  le  problème  est 
'toujours  possible  et  admet  deux  solutions,  car  alors  on 
a  deux  pointa  B  et  H  situés  dans  l'intérieur  d'une  cir- 
coniërence,  et  on  peut  toujours  mener  deux  autres  cir- 
conférences par  les  points  B  et  U  tangcntiellement  à  la 
grande  circonférence. 

Si  l'on  a  a=:AH,  le  problème  est  encore  possible, 
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mais  il  n'admet  plus  qu'une  solution  ;  le  point  qui  satis^ 
fait  à  la  question  est  le  point  I. 

Si  Ton  a  a  <  AH ,  le  problème  n'est  plus  possible , 
parce  qu'on  ne  peut  pas  mener  de  circonférence  tangente 
à  nue  circonférence,  et  passant  par  deux  points,  Tun 
intérieur  et  l'autire  extérieur  à  la  circonférence. 

De  cette  discussion  il  résulte  que  le  point  de  la  droite 
HN,  dont  la  somme  des  distances  aux  points  A  et  B  est 
la  plus  petite,  est  le  point  L  Voici  comment  ce  point  a 
été  obtenu  ;  en  abaissant  du  point  B  une  perpendicu- 
laire BG  sur  MN,  en  la  prolongeant  d'une  longueur  GH 
égale  à  elle-même,  et  en  joignant  le  point^H  au  point  A. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  MN  rencontre  la 
droite  AB  entre  les  points  A  et  B. 

Fie.  197.  —  Les  raisonnements  sont  les  mêmes  pour 
ce  cas  que  pour  le  précédent.  La  construction  est  aussi 
la  même,  et  elle  est  représentée  sur  la  figure. 

Discussion.  Le  problème  est  toujours  possible  quand 
on  a  a  >  AB,  et  il  admet  toujours  deux  solutions;  Tun 
des  points  est  situé  au-dessus  de  AB,  l'autre  au-des- 
sous. 

Si  l'on  a  a=AB,  il  n'y  a  plus  qu'une  solution.  Si 
l'on  a  a  <  AB,  il  n'y  a  plus  de  solution. 

Si  la  droite  MN  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
AB,  on  décrira  du  point  A  ou  du  point  B  un  arc  de  cer^ 
ele  avec  un  rayon  égal  àp  les  points  d'intersection  de 
cet  arc  avec  MN  seront  les  points  satisfaisant  à  la  ques- 
tion. 
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PROBLÈMB. 

226.  Étant  donné  un  point  Â  et  un  angle  0,  mener  par  ce  point 
une  sécante  ABC  qui  forme  ayecles  deux  edtés  de  l*angl^ 
un  tri«ngl^  0$C,  don(  ]p  périmètre  fK)i):ég{il  4  miQ  droite  ion- 
née  2p. 

FiG.  198.  —  Supposons  le  pfoblème  résolu,  et  soit 
ABC  la  sécante  demandée,  le  périmètre  du  triangle  OBG 
sera  égal  à  2  j).  Or,  si  Ton  décrit  un  cercle  I  e]L-insorit 
à  ce  triangle,  on  aura  BM=BK  et  CM=CH  ;  par  con- 
séquent on  voit  que  OK  +  OH  =:=  le  périmètre  du  trian- 
gle OBG  =  3j)  ;  mais  OK  =0H  comme  tangentes  me- 
nées d'un  même  point;  donc  OK=:OH=p.  De  cette 
analyse  résulte  la  construction  suivante  :  en  prend  sur 
les  deui  cAtés  de  l'angle  0  des  distances  OK  et  ÔH  égales 
entre  elles  et  à  la  moitié  de  la  droite  donnée,  aux  points 
K  et  H  on  élève  sur  les  deux  cétés  de  l'angle  des  per- 
pendjculaire§  qui  se  poupept  en  I.  Pu  point  Ii  f^vep  IK 
pour  rajoii,  on  décrit  upe  circouférence  qui  touchç  l^s 
deux  c^tés  4fl  l'aijgle,  et  eq^q  pay  |g  ppint  A  ou  in^qg 
une  tangente  à  cette  circonférence  ;  cette  tangente  çf| 
précisément  I^  s^C()Dt6  depiqndée. 

FaoBi^mt. 

227.  Étant  donnés  un  angle  A  et  un  cercle  0,  on  propose  de 
mener  une  droite  BCPQ  qui  fiasse  dans  Tangle  un  triant 
ABC  avant  pour  périmètre  une  droite  donnée  2  p,  et  qu( 
coupe  le  cercle  suivant  une  corde  PQ  égale  à  une  ligne  don- 
née*. 

Fi6.  199.  —  Supposons  le  problème  résolu  ,  et  soit 
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BGPQ  la  sécante  demandée ,  le  périmètre  du  triangle 
ABC  sera  égal  à  2|),  et  la  sécante  PQ  sera  égale  à  ol. 
Du  centp  0  de  la  circonférence  donnée  abaissons  OK 
perpendiculaire  sur  PQ,  et  décrivons  le  cercle  OK,  il  sera 
tangent  à  PQ;  décrivons  égaleipen|;  le  cercle  0'  ex-in^ 
scrit  au  triangle  ABC  y  il  sera  aussi  tangent  à  BCPQ  ; 
dppc  on  voit  aue  )a  droite  demandée  BGPQ  est  une  tan- 
gente commune  à  ces  deux  cercles.  De  là  la  construc- 
tion suivante  :  on  inscrit  dans  la  circonférence  donnée 
Oune  corde  Sy=a,  du  point  0  on  abaisse  01  per- 
pendiculaire sur  SY,  et  on  décrit  la  circonférence  OKI. 
On  prend  sur  les  deux  côtés  de  Tangle  des  distances  AM 
et  AN  égales  àjp,  c'est-à-dire  au  demi-périmètre  donné, 
on  élève  en  M  et  N  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  de 
Tanj^le,  et  on  décrit  le  cercle  0'  tangent  aux  deux  côtés 
^e  )'angle.  Enfin,  on  mène  une  tangente  commune  BGPQ 
aux  cercles  0'  et  OK,  et  cette  tangente  commune  satis- 
fait évidemment  à  la  question. 

228.  Étant  donné  un  triangle  ÂBG  et  un  point  0  pris  dans  son 
plan,  mener  par  ce  point  une  sécante  OMN  telle,  que  la  par- 
tie MN  comprise  dans  le  triangle  ABC  soit  égale  à  la  somme 
460  deux  segments  BM  et  GN. 

Nous  examinerons  successivement  deux  eas  : 

FiG.  200.  —  1*  Supposons  que  le  point  0  soit  situé 

bpr^  dt)  triangle  ABG  ou  dans  son  intérieur,  et  soit 

Qlfrif  If  pécante  deqaaQij^e  ;  ç^miq^  la  partie  MNest  égale 

à  la  fomme  des  j^egpiisnts  ])|B  et  NC^  M  ap  réfi|lte  fpf  le 
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périroMre  du  triangle  AMN  est  égal  à  la  somme  des 
côtés  ABet  AC  du  triangle  ABC.  La  question  est  donc 
ramenée  à  mener  par  le  point  0  dans  l'angle  A  du  trian- 
gle une  sécante  qui  détermine  un  triangle  AMN,  ayant 
pour  périmètre  AB  +  AC.  D'après  ce  que  nous  ayons  vu, 
pour  résoudre  cette  question,  il  faut  prendre  sur  les  deux 
côtés  de  l'angle  A  des  distances  AP  et  AQ  égales  à  ^^, 
décrire  le  cercle  H,  tangent  aux  deux  côtés  de  l'angle  A 
en  P  et  Q,  et  en6n  mener  par  le  point  0  une  tangente 
OMN  à  ce  cercle;  cette  tangente  est  telle  qu'on  a  MN 
=MB+NG9  et  répond  par  conséquent  à  la  question  • 
FiG.  201 .  —  2*  Supposons  que  le  point  0  soit  situé 
sur  le  côté  AB,  et  soit  ON  la  droite  qui  satisfait  à  la 
question,  on  a  ON  =  OB  =  NC.  Prolongeons  AC  d'une 
quantité  CP=OB,  et  joignons  OP,  il  est  clair  que  ON 
sera  égal  à  NP,  et  par  conséquent  que  le  triangle  ONP 
sera  isocèle;  donc  si  on  prend  le  point  Q,  milieu  de  la 
base  OP,  et  si  en  ce  point  on  élève  une  perpendiculaire 
sur  cette  base,  elle  passera  par  le  point  N.  En  joignant 
ce  point  au  point  O,  on  a  une  droite*  ON  qui  satisfait  à 
la  question. 

PROBLiHB. 


229.  Étant  donné  un  triangle  ÂfiC ,  on  propose  ëe  lui  : 
une  sécante  DE  telle,  que  la  partie  comprise  DE  soit  égale  à 
la  souime  des  segmmts  BD  et  EG,  et  telle  aussi  qu'elle  soit 
égale  à  une  droite  donnée  MN. 

FiG.  202.  —  Première  toluUùn.  Supposons  le  pro- 
blème résolu,  et  soit  DE  la  sécante  demandée,  on  a  DE 
=:BD4*EC,  il  en  résulte  donc  déjà  que  le  triangle 
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ADE  a  pour  périmètre  la  somme  des  calés  AB  et  AC 
du  triangle  proposé.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  pre- 
nons AP= AQ=^5+49  ^  et  décrivons  le  cercle  O  tan- 
gent en  P  et  Q  aux  deux  c6tés  de  l'angle  A,  toute  tan- 
gente DE  à  ce  cercle  sera  telle,  qu*on  aura  DE=6D 
+  EG  ;  il  suffit  donc  de  mener  cette  tangente  de  telle 
sorte  que  sa  longueur  soit  égale  à  la  droite  donnée  MN. 
Pour  cela,  on  remarque  que  dans  le  triangle  DOE  on 
connaît  la  base  DE=:UN,  la  hauteur  OH  et  l'angle  du 
sommet  0,  qui  est  la  moitié  de  POQ,  c'est-à-dire  la 
moitié  du  supplément  de  l'angle  A.  On  peut  donc  con- 
struire ce  triangle  et  connaître  les  distances  OD  et  OE; 
le  problème  est  donc  résolu. 

Deuanème  solution.  Nous  venons  de  dire  qu'après 
avoir  décrit  la  circonférence  0  on  n'a  plus  qu'à  lui  me- 
ner une  tangente  DE  dont  la  longueur  soit  égale  à  UN. 
Pour  cela,  on  remarque  que  dans  le  triangle  ADE,  on 
connaît  l'angle  A,  la  base  DE=MN  et  la  somme  des 
deux  côtés  AD  +  AE = AB  +  AC — MN.  On  peut  donc 
construire  ce  triangle  et  connaître  les  distances  AD  et 
AE;  le  problème  est  donc  résolu. 

PROBLÈME. 

tSO.  Étant  données  trois  parallèles  X,  Y,  Z  inégalement  dis- 
tantes, on  propose  de  construire  un  triangle  équilatéral  ayant 
un  aommet  sur  chaque  paraUèle. 

Fia.  203.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit 
ABC  le  triangle  équilatéral  demandé,  faisons  passer  une 
oiroonférence  par  ses  trois  sommets,  elle  coupe  la  paral- 
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l^le  X  au  poiqt  O.  Joignons  OB,  OC ,  il  «st  çlqiir  q[M 
r^Dgle  B0C=3AC  cgmipe  inscrit  dam  le  même  seg- 
ment BKG;  donc  Fangle  BOC=}  d'angle  droit;  de 
même  l'angle  OBH ,  qui  a  pour  mesure  la  moitié  de 
Tare  OK,  est  égal  à  Tangle  ÂGB,  qui  a  pour  mesure  la 
moitié  de  Tare  AB,  parce  que  les  arcs  OK  et  AB  sont 
égaux  comme  interceptés  sur  la  circonférence  par  le9 
deux  parallèles  X  et  Z;  donc  l'angle  OBU=î^ 

Delà,  résulte  la  construction  suivante  :  en  un  point  O 
quelconque  de  la  parallèle  X  on  mène  une  droite  OB 
faisant  avec  Z  un  angle  OBS  =  g'^,  et  une  droite  OC 
faisant  avec  OBun  angle  BOC=:;'^.  On  joint  BG  ;  on  cir- 
conscrit une  circonférence  au  triangle  BOG  ;  cette  cir-^ 
conférence  coupe  la  parallèle  X  en  A,  on  joint  ce  point 
aux  points  B  et  G,  et  le  triangle  ABG  est  le  triangle  équi- 
latéral  demandé.  En  effet,  Tangle  BAG==BOC  comme 
angles  inscrits  dans  le  même  segment  BG  ;  donc  BAC 
=^BOG  :=\^  ;  l'angle  AGB  a  pour  mesure  la  moitié  de 
Tare  AB  compris  entre  ses  câtés,  et  l'angle  OBH  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  OK  compris  entre  ses  côtés; 
mais  l'arc  AB=  l'arc  OK;  donc  l'angle  AGB  =OBIi 
=1'.  Deux  des  angles  A  et  G  du  triangle  ABG  sont  donc 
égaux  chacun  à  \^  ;donc  le  triangle  ABG  est  équilatéral. 

raoBLÈÎn. 

251.  Étant  donnés  dans  une  ciroonférenee  0,  un  diamètre  AB 
et  deux  points  C  et  D,  trouver  sur  la  circonférence  un  point 
K  tel,  qu'en  Joignant  KG  et  RD  on  ait  OM:^ON. 

FiQ.  304.  —  Supposons  le  probième  nésol»,  «1  loit  K 
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le  point  demandé,  tirons  le  diamètre  CO  qai  va  covper 
la  circonférence  en  H»  ce  point  H  sera  connu.  Joignons 
HN  et  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  sa  rencontre  avec 
la  circonférence  en  £;  les  deux  triangles  MOGetNOH 
seront  égaui  comme  ayant  un  angle  égal  en  0  compris 
.entre  c6tés  égaux;  donc  l'angle  OGM=OHN;  donc 
CK  est  parallèle  à  HE. 

Le  problème  sera  donc  résolu  lorsqu'on  connaîtra  le 
point  N,  car  on  obtiendra  le  point  R  en  menant  par  le 
point  G  urne  ligne  CR  parallèle  à  HN. 

Gomme  CK=  EH,  et  que  GH  est  un  diamètre,  il  est 
clair  que  si  l'on  joint  K£  cette  ligne  passera  par  le  cen- 
tre et  sera  un  diamètre  ;  donc  si  l'on  joint  KH,  l'angle 
KHE  ou  RHN  sera  droit  comme  inscrit  dans  une  demi- 
circonférenoe.  D'ailleurs  l'angle  HKN  est  connu,  puis- 
qu'U  a  pour  mesure  !?,  ou35+5E,  ou  i£±S^;  donc  Fan- 
gte  HND:=sKHN  +  HKN  est  aussi  connu  ;  donc,  si  l'on 
décrit  sur  HO  un  segment  capable  de  l'angle  HND,  le 
point  N  sera  à  l'intersection  de  ce  segment  avec  le  dia-^ 
mètre  AB.  On  joindra  alors  HN,  par  le  point  G  on  mè-- 
nera  GK  parallèle  à  HN,  et  on  obtiendra  ainsi  le  point 
demandé  K. 

PROBLilIB. 

232.  Étant  données  deux  circonférences  0  et  G,  trouver  le  lieu 
géométrique  des  points  tels,  qu*en  menant  de  ces  points  des 
tangentes  aux  deux  circonférences,  les  angles  formés  par  ees 
tangentes  soient  égaux. 

FiG.  205.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  M 
un  point  quelconque  du  lieu  ;  si  de  ce  point  on  mène  aux 
deux  circonférences  les  tangentes  MP,  MQ,  MR  etMS, 
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les  angles  formés  par  ces  tangentes  seront  égaux,  et  on 
aura  l'angle  PMR = SMQ.  Par  conséquent  Tangle  POM, 
moitié  de  PMR,  sera  égal  à  Tangle  CMQ,  moitié  de 
SMQ  ;  donc  les  deax  triangles  rectangles  POM  et  CMQ 
seront  semblables,  et  on  aura  OM  :  CM  :  :  OP  :  GQ  :  :  R  Ir. 
Ainsi,  tous  les  points  du  lieu  sont  tels,  que  leurs  dis- 
tances aux  centres  des  deux  circonférences  données  sont 
entre  elles  comme  les  rayons  de  ces  circonférences  ;  le 
problème  est  donc  ramené  à  chercher  le  lieu  géométri- 
que des  points  tels,  que  leurs  distances  aux  deux  points 
0  et  Ç  soient  entre  elles  comme  les  rayons  R  et  r.  Nous 
avons  déjà  résolu  ce  .problème,  et  nous  avons  vu  que  le 
lieu  en  question  est  une  circonférence  qui  est  divisée  en 
deux  parties  égales  par  la  ligne  qui  joint  les  points  0 
et  C.  Or,  si  on  détermine  les  centres  K  et  H  de  simili- 
tude interne  et  externe  aux  deux  circonférences  données, 
ces  points  seront  des  points  du  lieu,  puisque  leurs  dis- 
tances aux  centres  0  et  G  sont  entre  elles  comme  les 
rayons,  et  leur  distance  KH  divisera  le  lieu  en  deux  par- 
ties égales ,  puisqu'ils  sont  situés  sur  la  ligne  OG  ;  donc 
on  obtiendra  le  lieu  en  décrivant  sur  KH,  comme  dia- 
mètre, une  circonférence. 

PROBLÈME. 

233.  Étant  donnés  quatre  points,  A,  B,  G  et  D  sur  une  droite 
indéfinie,  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  0  tels,  qu'en 
,  les  joignant  aux  points  A  et  B  et  aux  points  G  et  D,  on  forme 
des  angles  égaux  AOBet  GOD. 

FiG.  206.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  0 
un  point  quelconque  du  Heu  ;  joignons  ce  point  aux  quatre 
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pointodoDDés.  Par  hypothèse,  Tangle  AOB=COD  ;  donc 
les  triangles  AOB  et  COD,  qui  ont  un  angle  égal,  don- 
nent la  proportion  AOB  :  COD  :  :  AO  X  OB  :  OC  X  OD. 

Ces  mêmes  triangles,  ayant  leur  sommet  commun  en 
O,  et  leurs  bases  sur  une  même  droite,  donnent  aussi 
la  proportion  AOBiGOD :  :  AB:CD. 

En  combinant  ces  deux  proportions,  on  obtient  la 
suivante  :  AOxOB:OCxOD::AB:CD  (!)• 

De  même  les  triangles  AOC  et  BOD,  ayant  un  angle 
^al  en  0,  donnent  les  deux  proportions 

A0C;B0D::A0X0C:0BX0D, 

AOG:B0D::AC:BD. 

D  où  Ton  tire  la  suivante  : 

A0X0C:0BX0D:;AC:BD(2)- 

Multipliant  les  proportions  (1)  et  (2)  terme  à  terme, 

il  vient  AÔ'rOD'riABxACrCDxBD. 

Si  Ton  poseABx  AC=|)*,  et  CDxBD=g',  il  vient 

AO:OD::p';î';d'oàAO:OD::p:y. 

Ainsi,  tous  les  points  du  lieu  demandé  sont  tels,  que 
leurs  distances  aux  deux  points  A  et  D  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  dep  à  g.  D'après  ce  que  nous  avons  vu, 
ce  lieu  est  donc  une  circonférence  de  cercle,  et  nous  sa- 
vons  comment  on  la  construit. 

PROBLÈME. 

234.  Diviser  une  droite  donnée  ÂB  en  moyenne  et  extrême  rai- 
son, c'est-à-dire  en  deux  segments  tels,  que  le  plus  grand  soit 
moyen  proportionnd  entre  la  droite  entière  et  le  plus  petit 
segment. 

Fia*  âQ7.  r-  Supposons  le  proM^me  résohi/et  soit  C 
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le  point  de  division  de  la  droite  AB  en  moyenne  et  ei«« 
tîéme  raison,  on  anra  AB:  AG  :  :  AG :CB ,  ou  AB'^-AG 
:AC-+-CB::AB:AC,  ou  enfin  ab+ag:AB::ab:ac. 

Cette  proportion  indique  que  la  droite  AB  doit  être 
moyenne  proportionnelle  entre  celte  droite  augmentée 
de  son  plus  grand  segment  et  ce  plus  grand  segment; 
si  donc  on  décrit  une  circonférence  MB,  tangente  à  l'ex- 
trémité B  de  la  droite  AB,  on  n'aura  plus  qu'à  mener 
par  le  point  A  une  sécante  telle,  que  la  partie  PQ  de  cette 
sécante,  comprise  dans  la  circonférence  MB,  soit  égale 
à  AB,  et  la  partie  extérieure  de  cette  sécante  sera  le  plus 
grand  segment  de  AB  divisée  en  moyenne  et  extrême 
raison. 

Pour  simplifier  la  construction,  on  remarque  que  si 
le  rayon  de  la  circonférence  MB  était  égal  à  la  moitié 
de  AB,  on  n'aurait,  pour  obtenir  la  sécante  dont  on  vient 
de  parler,  qu'à  joindre  l'extrémité  A  au  centre  M,  car 
alors  la  partie  comprise  PMQ  de  la  sécante  serait  égale 
à  deux  fois  ^,  ou  à  AB.  C'est  cette  construction  qu'on 
effectue  ordinairement. 

PROBL&JUS. 

t35.  Évaluer  en  fonction  d'une  droite  AB=f  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  segment  de  cette  droite  divisée  en  moyenne  et 
extrême  raison. 

Fi6.  208.  —  Nous  venons  de  vQir  que  pour  diviser 
um  droite  AB  en*  moyenne  et  extrême  raisoa  od  élève 
à  l'extrémité  B  une  perpendiculaire  BG=^=r2«^^j^^Dt 
AG,  et  AD  est  les  plus  ^aod  segment.  Cela  posé»  dans 
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le  triangle  rectangle  ABC,  on  a  AB+BCsAC^  ou  r^ 

4-Ç=(aJ+i)\  ou*-?=  (aj+ J)\  En  extrayant  la  ra- 
cine carrée  des  deux  membres  de  cette  égalité*  on  trouve 
J/5  =  a;  +  ;;d'oùen6n«ster(|/5 — i);  tel  est  le  plus 
grand  segment  de  la  droite  divisée  en  moyenne  %%  eit* 
trème  raison. 

Soityle  pluspetitsegment,  on  aura  y =r — l  (/5 — 1) 

PROBLÈME. 

256.  inscrire  un  carré  dans  une  cmonférenca  donnée. 

FiG.  177  ftts.  —  SuppôsotiB  le  problème  résolu,  et  sôit 
ABCD  le  carré  inscrit;  Tangle  BAD,  comme  angle  in- 
scrit, a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BCD  compris  en- 
tre ses  côtés,  et  comme  cet  angle  est  droit,  il  en  résulte 
que  Tare  BCD  est  une  demi-circonférence;  donc,  si  Ton 
joint  pat  une  droite  les  deux  sommets  B  et  D,  cette  droite 
divisera  la  circonrérence  en  deux  parties  égales  et  sera 
par  conséquent  un  diamèti'e.  On  prouverait  de  la  même 
manière  que  la  seconde  diagonale  AC  dii  carré  est  un 
diamètre,  et  comme  on  sait  que  les  diagonales  d'un  carfé 
se  coupent  à  angles  droits,  il  s'ensuit  que  AC  et  BD  dont 
deux  diamètres  perpendiculaires  Tun  surTautre;  donc, 
pour  inscrire  un  carré  dans  une  circonférence,  il  faut  ti- 
rer deux  diamètres  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et 
joindre  leurs  extrémités  deux  à  deux. 

Scoliè.  Le  triangle  AOB,  étant  rectatigle  et  isocèle, 

on  a  AB=:2AÔ'=:2R',  d'où  AB=ft  X  )^.  On  voit 
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donc  que  le  côté  du  carré  inscrit  est  égal  au  rayon  mul- 
tiplié par  la  racine  carrée  de  2. 

PROHUbiB. 

237.  Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  triangle  équilatéral 
dans  une  circonférence  donnée. 

FiG.  324.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AB  un  côté  de  l'hexagone  régulier  inscrit;  menons  les 
rayons  0 A  et  OB,  et  faisons  voir  que  le  triangle  AOB 
est  équilatéral. 

L'angle  AOB,  comme  angle  au  centre  de  l'hexagone 
régulier,  est  égal  à  \  d'angle  droit,  ou  à  |  d'angle  droit. 
Les  deux  autres  angles  A  et  B  du  même  triangle  AOB 
valent  donc  ensemble  2' — l^^  ou^  d'angle  droit,  et 
comme  ils  sont  égaux,  chacun  d'eux  vaut  ^'. 

Le  triangle  ABO  a  donc  ses  trois  angles  égaux  entre 
eux  et  à  ^^  ;  donc  ce  triangle  est  équilatéral  ;  donc  le  c6té 
de  l'hexagone  inscrit  est  égal  au  rayon.  Il  suit  de  là,  que 
pour  inscrire  un  hexagone  régulier  dans  une  circonfé- 
rence donnée,  il  faut  porter  le  rayon  six  fois  sur  la  cir- 
conférence, ce  qui  ramènera  au  même  point  d'où  on 
était  parti. 

L'hexagone  ABCDEF  étant  inscrit,  si  Ton  joint  les 
sommets  des  angles  alternativement,  on  formera  le  trian- 
gle équilatéral  BDF. 

Seolie.  La  figure  ABOF  est  un  parallélogramme  et 
même   un  losange,  puisque  AB=BO=OF^=:FA; 

4opç  h  somme  d^  carrés  des  diagonales  BF  +0A  e^t 
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égale  à  la  somme  des  carrés  des  c6tés,  laquelle  est  4  ÂB 

OU  40A  ;  retranchant  de  part  et  d'autre  OÂ,  il  restera 

BF  =  30A  =  3R;  d'où  BF=RX/3;  donc  le  côté 
du  triangle  éqailatéral  inscrit  est  égal  au  rayon  multi- 
plié par  la  racine  carrée  de  3. 

PKOBUkME. 

258.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  décagone  régulier,  en- 
suite un  pentagone  régulier,  et  enfin  un  pentadécagone  ré- 
galîer. 

FiG.  223.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABun  côté  du  décagone  régulier  inscrit,  menons  les 
rayons  OA  et  OB.  L'angle  AOB,  comme  angle  au  cen- 
tre du  décagone  régulier,  est  égal  à  ^  ou  |  d'angle  droit, 
et  comme  la  somme  des  angles  du  triangle  AOB  est  égale 
à  deux  droits,  il  en  résulte  que  la  somme  des  deux  an- 
gles OAB  et  OBA  du  même  triangle,  est  égale  à  2^ 
— g=g  d'angle  droit.  D'ailleurs,  ces  deux  angles  sont 
égaux,  parce  que  le  triangle  AOB  est  isocèle  ;  donc  cha- 
cun d'eux  est  égal  à  \  d'angle  droit.  On  voit  donc  que 
le  triangle  AOB  est  un  triangle  isocèle  dans  lequel  cha- 
cun des  angles  à  la  base  est  double  de  l'angle  au  som- 
met. Ceci  nous  conduit  naturellement  à  diviser  l'un  des 
angles  à  la  base  de  ce  triangle,  en  deux  parties  égales, 
par  la  droite  BR,  et  nous  obtenons  ainsi  les  deux  trian- 
gles ABK  et  KBO. 

Dans  le  triangle  ABK,  Tangle  KA6=f,  Tangle 
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KBA=S';  doncTangle  AKB=2*— i— 2=J;  doncle 
triangle  ABK  est  isocèle,  et  on  a  AB=BR. 

Lés  angles  KOB  et  OBK  du  triangle  OBK  étaût 
égaux  chacun  à  l^,  il  en  résulte  que  ce  triangle  est  iao^ 
cèle»  et  qu'on  a  OKsBK.  On  aura  donc  par  suite  BK 
=AB=OK. 

Cela  posé,  dans  le  triangle  AOB,  la  ligne  BK  divisant 
Tangle  B  en  deux  parties  égales,  divise  le  côté  opposé 
OA  en  deux  segments  proportionnels  aux  deux  autres 
côtés;  on  a  donc  OB:OK::AB:AE,  ou  OAlOK:; 

ok:ak. 

Cette  proportion  indique  que  le  rayon  OA  est  divisé 
au  point  K  en  moyenne  et  extrême  raison,  et  que  OK, 
ou  son  égale  AB,  est  le  plus  grand  segmetit  du  rayon 
divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Il  suit  de  là  que,  pour  inscrire  un  décagone  régulier 
dans  une  circonférence  donnée,  il  faut  diviser  le  rayon 
en  moyenne  et  eitrêmé  raison,  et  porter  le  plus  grand 
Segment  dix  fois  sur  la  circonférence ,  ce  qui  ramène^ 
au  même  point  d*où  on  était  parti. 

Corollaire  1.  Si  l'oû  joint  de  deux  en  deux  les  soûi- 
mets  du  décagone  régulier  inscrit,  on  formera  le  penta- 
gone régulier. 

Corollaire  2.  AB  étant  toujours  le  côté  du  décagone, 
soit  AH  le  côté  de  l'hexagone  ;  alors  Tare  BH  sera  par 
rapport  à  la  circonférence  J — ^  ou  â  ;  donc  la  corde  BH 
sera  le  côté  du  pentadécagone  ou  polygone  régulier  de 
quinze  côtés. 

Scolie.  Un  polygone  régulier  étant  inscrit,  il  Ton  dt- 
tisè  les  arcs  ftott^tendus  par  ÊèA  càtéi  en  deux  parties 
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égalés,  et  qu'on  tire  les  cordes  des  demîHircs,  celles-ci 
formeront  nn  nouveau  polygone  régulier  d'un  nombre 
dé  côtés  double  ;  ainsi  on  voit  que  le  carré  peut  sertir  k 
insérire  successivement  les  polygones  réguliers  de  8, 
16,  3â,  etc.  cAtés.  De  même  Theiagone  senira  à  in- 
scrire lés  polygones  réguliers  de  12,  24,  48,  etc.  cAtés; 
lé  décagone,  des  polygones  de  20,  40,  80,  etc.  cAtéS  ; 
le  péntadécagone,  des  polygones  de  30,  60, 120,  etc. 
eAtés. 

THÉORÈME. 

*  239.  On  donne  dans  un  cerclç  OA  deux  diamètres  AB  et  CD  pe> 
pendiculaires  l'un  sur  l'autre.  Sur  la  circonférence  de  ce  cer- 
cle on  prend  un  point  M  tel,  que  la  longueur  de  la  perpendi- 
culaire MN  soit  égale  à  la  longueur  de  Tare  MD,  puis  par  le 
point  P,  milieu  de  Tare  MB,  on  mène  la  corde  PQ  perpendi- 
culaire sur  le  diamètre  AB,  et  on  propose  de  démontrer  que 
le  segment  PRQB  est  équivalent  au  quart  du  cercle  donné. 

FiG.  227  bis.  —  Le  point  P  étant  le  milieu  de  l'arc 
MB,  il  est  évident  que  cet  arc  est  égal  à  Tare  PBQ  ;  donc 
la  corde  MB  est  égale  à  la  corde  PQ,  d*où  il  résulte  que 
les  deul  triangles  MOB  et  POQ  sont  égaux  oomme  ayant 
les  trois  cAtés  égaux.  Par  conséquent,  le  segment  PRQB, 
qui  est  la  différence  qui  existe  entre  le  secteur  POQB  et 
le  triangle  POQ ,  est  égal  à  la  diOérence  entre  le  sec- 
teur MOBP  et  le  triatagle  MOB.  La  question  proposée  se 
réduit  donc  &  démontrer  que  secteur  MOBP  —  triangle 
MÔBs^.  Or,  on  a  sect.  MOBP=:sect.  MOD+seot. 
DOB.  D'ailleurs,  le  secteur  MOD  est  équivalent  au  trian- 
gle MAO,  ear  l'un  a  pour  mesnre  ;  R  x  arc  MD,  et  l'autre 
ipMfmesure  |À  X  MN»  eld'tfpfèirhypoth«se  l'arc  MD 
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=:MN;doncsect.  MOBP= triangle  MAO +8ect.  DOB; 
donc  il  suffit  de  démontrer  qu'on  a  la  relation  :  triangle 
MAO+sect. DOB— triangle MOB  =  ^;  mais  sect. 
DOB==22î:r^;  il  suffit  donc  de  faire  voir  que  triangle 
MAO*— triangle  MOB=0,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
il  suffit  de  prouver  que  les  deux  triangles  MAO  etMOB 
sont  équivalents.  Gela  a  lieu  évidemment,  puisque  ces 
triangles  ont  des  bases  égales  AO  et  OB  situées  sur  la 
même  droite  AB ,  et  que  les  sommets  de  ces  triangles 
sont  situés  au  même  point  M  ;  donc  le  théorème  est  dé- 
montré. 

THÉORÈME. 

240.  Deux  droites  divisées  en  moyenne  et  extrême  raison  sont 
divisées  en  parties  proportionnelles. 

FiG.  211.  —  En  effet,  soit  AB  une  droite  divisée  au 
point  G,  en  moyenne  et  extrême  raison,  de  sorte  qu'on 
aîtAB:AG:;AG;BG(l). 

Par  le  point  A  menons  une  droite  quelconque  AB'  ; 
joignons  BB',  et  par  le  point  G  menons  GG'  parallèle  à 
BB'  ;  nous  allons  démontrer  que  cette  parallèle  divisera 
AB'  au  point  G'  en  moyenne  et  extrême  raison,  en  sortç 
qu'on  aura  AB'  :  AG'  :  :  AC'  : B'C'. 

En  effet,  CC'  étant  paraUèle  à  BB',  on  a  AB':  AG'  :  : 
AB:AG;  à  cause  de  l'hypothèse  (1),  on  a  AB':AG':: 
AC:BC  (2);  mais  on  a  aussi  AC;BC::AC;B'C;  donc 
la  proportion  (2)  devient  AB'  :  AlC  :  :  AC  :  B'C  ;  c.  q.  f.  d. 

Réciproquement,  les  points  C,  C,  divisant  tes  droites 
AB,  ÀB'  en  moyenne  et  extrême  raison,  la  droite  GC 
sar»  paraUèle  h  BB'  ;  car»  «i  par  le  point  C  on  mwait 


Digitized  by 


Googk 


(1«9) 

une  parallèle  à  Bit',  cette  droite  rencontrerait  AB'  en 
nn  point  qui  diviserait  la  droite  ÀB'  en  moyenne  et  ex-« 
trème  raison,  et  qui  par  conséquent  devrait  se  confondre 
avec  C. 

THiORÉHS. 

241.  La  sonune  des  carrés  construits  sur  une  droite  et  sur  le 
plus  petit  segment  de  cette  droite  divisée  en  moyenne  et  ex- 
trême raison ,  est  égale  i  trois  fois  le  carré  du  plus  grand 
segment. 

Fie.  212.  —  Soit  AB  une  droite  quelconque,  ÂC  et 
fiC  étant  les  deux  segments  de  cette  droite  divisée  eu 

—2 

moyenne  et  extrême  raison.  On  a^  par  hypothèse,  A(^ 
=AB  X  BC;  mais  la  ligne  AC,  étant  la  différence  des 

deux  lignes  AB  et  BC,  on  a  aussi  AC=AB+BC— 2 
ABxBC.  Remplaçant  dans  cette  seconde  égalité  ABx 

BCpar  sa  valeur  AC%  il  vient  AC=AB4-BC— 2AC, 

—a        —a       —2 
oa3AC=AB  +  BC;  c.  q.  f.  d. 

PlOBllU. 

242.  On  propose  de  foire  connaître  les  angles  d'un  triangle  iso- 
cèle qui  aurait  pour  base  le  plus  grand  segment  d'une  droite 
divisée  en  moyenne  et  extrême  raison ,  et  pour  côté  cette 
droite  eUennéme. 

Fi6.  213.  —  Si  Ton  prend  CE  =  AB  dans  le  triangle 
isocèle  ABC,  on  aura  AB =CE= AC — AE  ;  en  joignant 
BE  on  a  une  droite  qui  divise  l'angle  CBA  en  deux  par- 
ties égales,  car  on  CB;  AB  :  :CE;  AE.  Démontrons  main- 
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tenant  qm  le  triangle  ABE  est  isocèle  ;  e»  fffittl*  piûi- 
qu'on  a  AC :  AB  :  :  4B :  AË,  il  s'ensuit  que  les  deu  trian* 
gles  ABC  et  ABE  ont  un  angle  égal  A  compris  entre  o6tés 
proportionnels  ;  donc  ils  sont  semblables ,  et  comme  AC 
=BC,  il  en  résulte  que  AB=;  BE.  Le  triangle  BCE  est 
aussi  isocèle,  car  on  a  AB  =  BE =CË  ;  donc  l'angle  ECB 
=EBC=:|B  ;  donc  la  somme  des  trois  angles  du  trian» 
gleABC=2B+?  ou  2^  donc  2B+?  =  2*j  d'où  5 B 
=  4*,  d'oùB=|etC=?. 

Le  triangle  BCE  fait  connaître  la  valeur  de  l'angle 
d'un  triangle  isocèle  dont  la  base  serait  une  droite  don- 
née et  dont  le  côté  serait  le  plus  grand  segment  de  cette 
droite  diyisée  en  moyenne  et  extrême  raison  ;  cet  angle 
est  égal  à  {  d'angle  droit. 

PROBLÉHE. 

fti5.  Étant  donné  le  plus  grand  segment  d'une  droite  divisée 
en  moyenne  et  eitréme  raison',  trouver  cette  droite. 

Fi6.  209.  —  Soit  AC  le  pl^s  grand  segment,  ou  pltt* 
tôt  le  rapport  de  ce  segmenta  l'unité  de  longueur  a,  et 
soit  AB  la  droite  cherchée,  on  aura  AB:AC::  ACiBC, 

ou  AB: AC:  ;  ACIAB—AC,  d'où  AB— AB  X  AC=AC 

—a  —a 

ou  AB— AC  X  AB— AC=0.  On  tire  de  cette  équation 

du  second  degré  AB=^±  ^^?+ÂC*,  ou  AB=^± 
7^6*  ou  AB=A^^^V^.  Nous  ne  tenons  pas  compte  de 
la  valeur  de  AB  où  ^  a  le  signe  — ,  parce  que  cette 
valeur  est  négative  et  ne  peut  pas  convenir  à  la  ques- 
tion. 
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GonitroiMDD  maintentnt  la  valear  ABae^PtyKy, 
AupararaDt^  fennons  KCy^  ;  cette  ligne  e«t  une  qua- 
trième proportionnelle  anx  lignes  1 ,  )/$  et  AC.  On  prend 
une  ligne  MN  égale  à  six  fois  Tunité  de  longueur  a«  on 
décrit  sur  ]MN,  comme  diamètre^  une  circonférence^  et 
«u  point  H  qui  est  tel  que  l'on  ait  MH:NH::5;l.  On 
éteY6  une  perpendiculaire  HK  jusqu'à  sa  rencontre  aree 

la  circonférence,  cette  ligne  HK=^/6,  car  on  a  HK  = 
MHXHN  =  5X1=5;  d'oùHK=/5. 

On  prend  maintenant  HL=1,  HG=AC,  on  joint 
LK,  et  par  le  point  G  on  mène  une  parallèle  à  LK  jus- 
qu'à la  rencontre  en  I  avec  HK ,  la  ligne  HI=AC^ 
car  on  aHllHGou  AC::HK,  ou|/6;HL,  ou  i,  d'où 
HI=ACi/6. 

Pour  UToir  ABagA^ftyiS  on  décrit  du  point  H,  avec 
H6  ou  AC  pQur  rayon,  Tare  de  cercle  HP,  la  ligne  PI 
aACH^ACj^est  alors  double  de  AB. 

PROBLÈME. 

244.  £tant  domé  le  plus  petit  segment  d'une  droite  divisa 
en  moyenne  et  extrême  raison,  trouver  cette  droite. 

P16.  aïO.  -^  Soient  BC  le  plus  petit  segment  donné, 
«tA&la  di^iteebeTdiée,onauraAB:AB--BC::AB^ 

BC:BC;d'oàÂ&— 2ÀBXBC+BC==iABxBC,ouA^ 

— 3BCX  AB  +  BC=0.  On  tire  de  cette  équation  du 

second  degré  AB  =  i  BC  ±  A^^— BC\  ou  AB =|  BC 
±:i^j/5^  ouAB=i5^t|^.  On  rejette  la  valeur  néga- 
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tive  du  radical,  parce  qu'elle  donnerait  une  droite  plus  pe* 
tite  que  le  segment  de  cette  droite.  Construisons  mainte- 
nant la  valeur  ABsi^^^f^Vi,  On  prend  MN =6 ,  NH 
=  1 ,  on  décrit  sur  MN  une  demi-<:irconférence,  on  mène 
la  perpendiculaire  HK,  elle  est  égale  à  [/^.  On  prend  HL 
=1,  HG=BC,  on  joint  LK,  et  on  mène  GI  parallèle  à 
LK,  HI  est  égal  à  BC  y^.  On  porte  au-dessous  de  HI  une 
distance HS= SBC,  la  ligne  IS  sera  double  de  AB  ;  par 
conséquent,  en  prenant  la  moitié  de  IS,  on  aura  la  droite 
demandée. 

THÉORiME. 

245.  Le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit  est  double 
du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  au  même  cercle. 

FiG.  214.  —  Soit  ABC  un  triangle  équilatéral  inscrit, 
si  par  tous  les  sommets  on  mène  des  tangentes  au  cer- 
cle, on  formera  le  triangle  équilatéral  circonscrit  DEF; 
cela  posé,  il  faut  démontrer  que  DE=2BC.  Or,  l'angle 
BAD  a  pour  mesure î  AB,  Tangle  ABC  a  pour  mesure-* 
AC  ;  donc  ces  deux  angles  sont  égaux  comme  ayant  pour 
mesures  des  arcs  égaux  ;  donc  DE  est  parallèle  à  BC.  On 
prouverait  de  la  même  manière  que  BD  est  parallèle  à 
AC  ;  la  figure  ACBD  est  donc  un  parallélogramme  ;  donc 
AD=BC.  On  prouverait  de  même  que  ABCE  est  un 
parallélogramme  ;  donc  AE  =  BC  ;  donc  enfin  AD + A£ 
ouDE=2BC;  c.q.f.d. 
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PBOBUblB. 

246.  Goniiai08aDt  le  côté  d^un^  polygone  réguyer  inscrit  dans 
un  cercle  et  le  rayon  du  cercle»  on  propose  de  trouyer  le  côté 
du  polygone  régulier  circonscrit  semblable. 

FiG.  215,  ~  Soit  le  rayon  OH=r«  AB=a  et  CD 
=x.  On  connatt  a  et  r,  et  on  veut  exprimer  x  en  fonc- 
tion de  a  et  de  r. 

Les  triangles  AOB  et  COD  sont  semblables,  et  don- 
nent la  proportion  aîIarinûK;  mais  dans  le  triangle 
rectangle  OAK  on  a  OK  =  ^rTIf;  donc  on  a  x:a  ;  : 
r:|/r^-.Ç;d'où  on  tire  a:  =  _2><2LL,. 

Ul.  Exprimer  en  fonction  du  côté  d'un  polygone  régulier  in- 
scrit dans  un  cercle  et  du  rayon  de  ce  cercle,  le  côté  du  poly- 
gone régulier  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double. 

FiG.  216.  -.  Soient  AB  =a,  AC=a;  et  OA=r,  on 
veut  exprimer  x  en  fonction  de  a  et  de  r  ;  on  joint  AK, 

le  triangle  rectangle  CAK  donne  AC=:  CK  X  CH ,  ou 
a?=2rXCH;  mai8CH=r— OH  etOH=Kr*_Ç; 
doncaî*=2r(r— K^^Z^  d'oùa?=^2r(r— l'^T^. 

PROBLiME. 

248.  Construire  une  circonférence  qui  soit  égale  à  la  somme 
ou  à  la  différence  de  deux  circonférences  données  OÂ  et  OB. 

Soix  X  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée,  comme 

13 
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les  circonférences  sont  entre  elles  comme  les  rayons,  on 
anra cir.  OA;OA:  :  cir.OBtOB: :  cir.  x\x.  Or,dans  la 
proportion  formée  par  les  deux  premiers  rapports  de  cette 
snîte  de  rapportsgéo  métriques  égaux,  on  a  cir.  OA  ±cir • 
OBlOAzbOB  :  :  cir.OA:OÂ,  ou  cir.  OAzbcir.OBlOA 
±  08  :  :  cir.  x\  X  ;  d'ailleurs,  on  doit  avoir  par  hypothèse 
cir.  X  =cir.  OAdrcir.  OB  ;  donc  il  faut  qu'on  ait  a?  =2  OA 
±:0B,  ce  qui  apprend  que  le  rayon  de  la  circonférence 
cherchée  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  rayons 
douteux  circonférences  données. 


PBOBUfen. 

249.  Construire  un  cercle  qui  soit  égal  A  la  somme  ou  à  la 
différence  de  deux  cercles  donnés  OA  et  OB. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  x  le  rayon  du 

cercle  cherché  ;  comme  les  cercles  sont  entre  eux  comme 

—2 
les  carrés  des  rayons,  on  aura  cer.  OAlOA;:  cer.OBl 

OB::cer.  «la?*,  d'où  on  tire  cer.  OA±cer.OB:OA£ 

— » 
OB  ;  !  cer.  x\x^\  mais  par  hypothèse  on  doit  avoir  cer.  x 

=cer.  OA±cer.  OB  ;  donc  il  faut  qu'on  ait  a?*=OA± 

OB  ;  c*est-à-dire  que  le  carré  du  rayon  du  cercle  cher- 
ché doit  être  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  car- 
rés des  rayons  des  cercles  donnés. 
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PROBLÂn. 

I0D.  Gmi0trnire  une  circonférence  qui  soit  à  une  drconférenoe 
donnée  OA  dans  un  rapport  donné  m:n. 

Supposons  le  problème  résolu»  et  soit  x  le  rayon  de 
la  circonférence  demandée,  on  doit  avoir  cir.  oo  l  cir.  QA 
:  :fn  :  n;  mais  on  a  cir.  xl  cir.OA:  ;«;0A,  parsuitç  on 
a  xlOk  y.mln.  Ainsi  le  rayon  de  la  circonférence  cher* 
chée  est  une  quatrième  proportionnelle  aux  troi^  lign#8 
n,  tnetOA. 

PROBLim. 

2M.  Construire  un  cercle  qui  soit  à  un  cercle  donné  OA  dans 
un  rapport  donné  m:n. 

Soitx  le  rayon  du  cercle  demandé,  on  doit  avoir  cer. 
4p;cer.0A;:m:n;  maison  acer,â;:cer.OA::a^;OA;  de 

—a 
ces  deux  proportions  il  résulte  qu'on  a  x*  l  OA  llmln^ 

e'eit-èdire  que  le  carré  du  rayon  du  cercle  demandé  doit 

être  au  carré  du  rayon  du  cercle  donné  dans  le  rapport 

de  m  à  n- 

THÉORÈME. 

2S2.  Étant  donné  un  cercle ,  on  peut  toujours  inscrire  et  w*- 
conscrire  à  ce  cercle  deux  polygones  réguliers  d'un  même 
nombre  de  côtés,  et  tels,  que  la  différence  entre  leurs  péri- 
mètres soit  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

Fio,  215.  —  Soient  CD  et  AB  les  cAtés  de  deux  po- 
lygones réguliers  semblables  inscrit  et  circonscrit,  P  le 
périfliètre  du  polygone  circonscrit*  et  p  celui  du  polygone 
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inscrit ,  il  faut  démontrer  que  P — p  peut  devenir  plus 
petit  que  toute  quantité  donnée.  Or,  on  a  Pip  :  :  RiOK, 
d'où  P — p:P;:R — OK:R;  mais  on  sait  qu'en  aug- 
mentant le  nombre  des  côtés  du  polygone  inscrit ,  ou 
peut  toujours  faire  en  sorte  que  R — OK»  différence  en- 
tre le  rayon  du  cercle  et  Tapothfeme  du  polygone  inscrit, 
devienne  plus  petite  que  toute  quantité,  donnée  ;  donc  le 
rapport  ^=^  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  voudra; 
il  en  sera  de  même  du  rapport  ^,  et  comme  d'ailleurs 
P  diminue  à  mesure  qu'on  augmente  le  nombre  des  cô- 
tés des  polygones,  et  que  par  suite  le  rapport  ^  aug- 
mente, il  en  résulte  que  P — p  pourra  devenir  aussi  petit 
qu'on  voudra. 

THiOllilIB. 

2S5.  Étant  donné  un  cercle,  on  peut  toujours  inscrire  et^cir- 
eonscrire  à  ce  cercle  deux  polygones  réguliers  d'un  même 
nombre  de  côtés,  et  tels,  que  la  diiTérence  entre  leurs  sur- 
faces soit  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

FiG.  215. — Soient  S  et  s  les  surfaces  des  polygones 
circonscrit  et  inscrit  ayant  pour  côtés  AB  et  CD ,  on  a 

s:«::R*:OK .  d'où  s— .«:S::r*— ok:r\  r*— ok 

—2 

= AK  =:êl! ,  et  on  sait  qu'en  augmentant  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  inscrit  on  peut  toujours  fiiire  en  sorte 
que  le  côté  AB  devienne  plus  petit  qu'une  quantité  don- 

née  ;  donc  R* — OK,  et  par  suite  le  rapport  î^:^  peut 
être  readu  aussi  petit  qu'on  voudra  ;  il  en  sera  de  même 
^^  ^'9  6t  comme  d'ailleurs  S  diminue  à  mesure  qu'on 
augmente  le  nombre  des  côtés  du  polygone  drconscrît, 
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il  en  résulte  que  S~-s  pourra  devenir  plus  petit  que 
tonte  quantité  donnée. 

PROBtÈME. 

254.  Construire  un  décagone  régulier  dont  le  périmètre  soit  au 
périmètre  d'un  carré  donné  dans  un  rapport  donné  m:n. 

Soit  F  le  périmètre  du  décagone  demandé,  P  celui  du 
carré  donné,  on  doit  avoir  F"  :  P  :  :  m  :  n.  On  voit  donc  que 
Je  périmètre  du  décagone  demandé  est  une  quatrième 
proportionnelle  aux  droites  n,  m  et  P.  Cherchons  cette 
quatrième  prqwrtionnelle,  divisons-la  en  dix  parties 
égales,  et  nous  aurons  le  c6té  du  décagone  régulier  de- 
mandé. 

Pour  le  construire  il  suffit  de  décrire  un  cercle  quel- 
conque O,  d*y  inscrire  un  décagone  régulier,  et  êifi  faire 
sur  le  cAté  du  décagone  demandé  une  figure  semblable 
au  décagone  régulier  qu'on  vient  d'inscrire  dans  le 
oerdeO. 

THiOÙMB. 

tSS^.  ËtanI  donné  un  cercle  OA,  on  peut  toujours  en  trouver  un 
autre  quMiflère  du  premier  d'une  quantité  plus  petite  qu'un 
carré  donné,  ou  plus  généralement  qu'un  polygone  donné. 

¥iQ.  217«  — -  Décrivons  un  cercle  OC  qui  soit  contenu 
tout  entier  dans  le  carré  ou  dans  le  polygone  donné,  sa 
sorfinoe  sera  nécessairement  plus  petite  que  celle  du  carré 
ou  du  polygone  donné. 

En  un  point  A  qudconque  du  cercle  donné  OÂ,  me- 
nons une  tangente  AB  égale  au  rayon  du  cercle  OC  in- 
scrit dans  le  carré  ou  le  polygone  donné  ;  joignona  OB 
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et  décrirons  la  circonférence  OB«  La  différence  entré  le 
cercle  OB  et  le  cercle  donné  OA  sera  la  couronne  circo- 
laire  comprise  entre  leurs  circonférences  ;  or,  d'apr^ès  ce 
que  nous  verrons,  la  mesure  de  cette  couronne  est  égale 
à  un  cercle  ayant  pour  rayon  AB  ;  donc  elle  est  égale  au 
cercle  OC  qu'on  a  inscrit  dans  le  carré  ou  dam  le  poly- 
gone donné,  et  comme  ce  cercle  OC  est  plus  petit  que  le 
carré  ou  le  polygone  donné,  il  s'ensuit  qu'on  a  satisfait 
à  la  question. 

THÉORÈME. 

9M.  La  surface  d*un  trapèze  circulaire  est  égale  i  sa  hanteor 
multipliée  par  la  demi-somme  des  l>ases. 

Il  faut  démontrer  que  ÂBDC=BD  X  ^^• 

FiG.  218.  — Première  solution.  Au  point  Bon  mène 

BM  perpendiculaire  sur  OB  et  égal  à  Tare  AB  développé. 

On  joint  OM  et  on  mène  DN  parallèle  à  BM.  Il  est  clair 

que  DN  =  Tare  CD  développé,  car  on  a 

ab:cd::ob;od, 

BM:DN::0B:0D; 
d'oùAB:CD::BM:DN;  mais  AB=sBM; 
doncCD=DN. 

Cela  posé ,  le  secteur  circulaire  AOB  =  le  triangle 
OBM  comme  ayant  même  mesure,  et  le  secteur  COD= 
le  triangle  ODN  pour  la  même  raison  ;  donc  le  trapèEé 
circulaire  ABDC,  différence  des  deux  secteurs,  est  égal 
au  trapèze  rectiligne  BDNM,  différence  des  deux  trian^ 
gles.  Or,  le  trapèze  rectiligne  BDNM  à  pour  mesure 
BDX^^;  donc  le  trapèze  circulaire  ABDC  a  pour 
Mesure  BDx  ^^;  c.  q.  f.  d. 
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Deuxième  solulion.  Le  trapèze  circulaire  ABDC  est 
égal  à  la  différence  entre  les  deux  secteurs  ÀOB  et  COD, 
dont  les  mesures  sont  ^2^  et  ^^  ;  donc  on  a  \BDC 
=:4(ABxOA— CDXOC).  Noua  savons  que  les  arcs 
lemblables  sont  entre  eax  comme  les  rayons  ;  donc  on  a 
la  proportion  AB:CD::OA.;OC;  on  tire  de  cette  pro- 
portion AB— CD:OA— OCou  AC:;AB:OA, 
AB— CDIOA— OCouACî;CD:OC; 
d'où  OA=îSËêD  et  0C=^^.  Substituant  à  la  place 
de  OA  et  OC  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  ; 
dans  l'expression  de  la  surface  du  trapèze  ABCD,  il  vient 

(AB^HCD)  ;  donc  le  théorème  est  démontré. 

taioiitl». 

2S7.  Une  couronne  circulaire ,  comprise  entre  dent  oifodilfè* 
rences  concentriques,  est  équivalente  à  un  cercle  qui  a  pour 
diamètre  une  corde  de  la  grande  circonférence  tangente  à  la 
petite* 

—2  —a 

FiG,  219,  —  La  couronne  C=:7cOA — 7rOB  =  ir 

(OA— 6B)=7r(OA4-OB)(OA— OB);  mais  sî  Ton 
tire  un  diamètre  AD,  on  voit  queOA  +  OB=Bp,  et 
que  OA— OB  =  AB;  donc  on  a  C=7r  X  BD  X  AB.  Si 

au  point  B  on  mène  la  tangente  MB,  oti  atirft  MB  = 

BDx  AD,  et  par  suite  il  vient  C=irMB,  et  comme 

—2 

it  X  MB  est  bien  la  surface  d'un  cercle  qui  a  pour  di»^ 
mètre  NM,  ou  pour  rayon  MB,  il  en  tfésvlte  qme  le  théo- 
rème est  démontré. 
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iwtMÈa. 

22(8.  lie  centre  d'un  polrgone  régulier,  d'un  nombre  de  côtés 
pair,  est  un  point  qui  dirise  en  deux  parties  égales  toute  droite 
passant  par  ce  point,  et  qui  est  terminée  au  pMmèlre  de  la 
figure. 

FiG.  220.  —  Soit  O  le  centre  d'un  polygone  régulier 
d'un  nombre  de  côtés  pair  ABCDEF,  par  ce  point  on 
mène  une  droite  MN  quelconque ,  et  il  faut  démontrer 
que  la  partie  0]V[= ON.  Pour  cela,  on  joint  le  sommet  B 
au  point  O  ;  comme  le  polygone  régulier  proposé  a  un 
nombre  pair  de  côtés,  il  s'ensuit  que  OB  ira  passer  par 
un  autre  sommet  E  du  polygone,  les  triangles  BOM  et 
EON  seront  alors  égaux,  car  OB==OE,  les  angles  en  O 
sont  égaux,  et  l'angle  OBM =0£N  ;  donc  OM=ON; 

Cm    9*   f,   d. 

THÉOBÂKE. 

299.  Etant  donné  un  pentagone  régulier  inscrit  ARCDE,  si  l'on 
tire  deux  diagonales  ÂD  et  CE,  ces  deux  diagonales  se  cou- 
pent réciproquement  au  point  0  en  moyenne  et  extrême 
raison. 

Fi6.  221.  —Il  faut  démontrer  qu'on  a  ADlAO:: 
AO:OD. 

Les  triangles  AED  et  EOD  sont  semblables  ;  donc  on 
a  AD:ED::ED:OD;  il  suffit  donc  de  démontrer  que 
£D  ou  son  égal  AE=  AO.  Le  triangle  AEO  est  isocèle, 
parce  que  les  angles  E  et  O  ont  même  mesure  ;  clone 
AË=AO,  et  le  théorème  est  démontré. 
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THÉOBÈn. 

260.  Le  carré  da  côté  du  décagone  régalter  inscrit,  plus  le  carré 
du  rayon,  est  égal  au  carré  du  côté  du  pentagone  régulier  in- 
scrit dons  le  même  cercle. 

FiG.  222.  —  Soit  AC  le  cAté  du  décagone,  AB  sera 
le  côté  du  pentagone.  L'angle  AOB=5^  comme  angle 
au  centre  du  pentagone  régulier,  et  Tangle  ÀC)C=-^^ 
=1*  comme  angle  au  centre  du  décagone  régulier.  Cela 
posé,  on  divise  l'angle  AOC  en  deux  parties  égales  par 
la  ligne  OM,  et  on  joint  MC.  Le  triangle  AMC  est  isocèle 
et  semblable  à  ACB;  donc  on  a  la  proportion  AB:AC 

;:AC:AM;d'oùAC  =  ABxAM(l). 

L'angle  AOB  étant  égal  à  ;',  la  somme  des  angles  OAB 
et  OBA  sera  égale  è  ;  ;  donc  l'angle  OBM = 1"^,  et  comme 
l'angle  MOB=if',  il  s'ensuit  que  le  triangle  MOB  est 
isocèle;  il  est  semblable  à  AOB  ;  donc  on  a  ABlOB:: 

OB;MB,  d'oàontire6B=ABxMB(2), 
Ajoutafit  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2) , 

il  vient  AC-+-OB=  AB  X  AM-+-ABxMB=  AB  X 
(AM  +  MB)  =  ÂB;c.  g. /.rf. 

PROBLÈn. 

261.  Exprimer  en  fonction  du  rayon  le  côté  du  pentadécagone 

régulier  inscrit  dans  un  cercle. 

FiG.  223.  —  Soient  AH  le  côté  de  l'hexagone,  AB  le 
côté  du  décagone,  HB  sera  le  côté  du  pentadécagone. 
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ItfH  sera  le  cAté  du  triangle  équilatéral,  ÂM  sera  le  dia- 
mètre, et  BM  sera  égal  à  r  AM' — AB*,  déserte  qu'on  aura 
HB=a?,AB=?(>/3— l),AH=r,  AM=2rMH=r|/3, 
et  BM=  //4r»_^(^/^— 1)\  Comme  le  quadrilatère 
ABHM  est  inscrit,  le  rectangle  des  diagonales  est  égal 
i  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés,  de  sorte 

qu  on  aura  r  X  A^4r"— ^(j/s— •!)*  =  g  (/6— 1)  X  r 
[/s+2rx;  d'oùontire«  = 

a 

PaOBLÊUB. 

262.  Ëtant  données  les  BurÛices  des  polygones  réguliers  insorit 
et  circonscrit  de  n  côtés  à  un  cercle,  on  propose  de  trouver 
les  surfaces  des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  de 
2  n  côtés  au  même  cercle. 

FiG.  224.  —  Soit  AB  le  côté  du  polygone  régulier 
inscrit  de  n  côtés ,  si  du  point  O  on  abaisse  sur  AB  la 
perpendiculaire  OMN ,  et  si  Ton  joint  AN ,  cette  ligne 
sera  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de  2  n  côtés  ; 
si  au  point  N  on  mène  la  tangente  PQ ,  et  qu'on  pro^- 
longe  les  rayons  OA  et  OB  jusqu'à  la  rencontre  de  PQ 
en  P  et  Q,  PQ  sera  le  côté  du  polygone  régulier  circon- 
scrit de  n  côtés  ;  si  par  les  points  A  et  B  on  mène  au 
cercle  les  tangentes  AR  et  BS,  la  droite  RS  sera  le  côté 
du  polygone  régulier  circonscrit  de  2  n  côtés« 

Soient  maintenant  A  et  A'  les  surfaces  des  polygones 
inscrits  de  n  et  de  2  n  côtés,  B  et  B'  les  surfaces  des  po- 
lygones circonscrits  de  n  et  de  2  n  côtés,  on  connatt  A 
et  B,  et  il  s'agit  de  déterminer  A^  et  h\ 
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Pour  cela ,  considérons  les  deux  triangles  AOM  et 
AON ,  ils  ont  deux  côtés  situés  sur  une  même  droite 
ON,  et  de  plus  ils  ont  leurs  sommets  au  même  point  A  ; 
donc  ils  ont  même  hauteur  et  sont  par  conséquent  dans 
le  rapport  de  leurs  bases  ;  on  a  donc  AOM  :  AON  :  :  OM 
ON  ;  de  même  les  triangles  AON  et  PON  ont  deux 
côtés  situés  sur  la  même  droite  OP,  et  de  plus  leur  som- 
met commun  est  au  même  point  N  ;  donc  ils  ont  même 
hauteur,  et  on  a  AON:PON:;OA:OP.  D'ailleurs,  les 
deux  droites  AM  et  PN  sont  parallèles  ;  donc  on  a  OM; 

ON::OA:OP,  et  par  suite  aom:aon:;aon:pon. 

Multipliant  les  quatre  termes  de  cette  proportion  par 
2  n,  et  observant  que  le  polygone  A  contient  2  n  trian- 
gles égaux  à  AOM,  que  le  polygone  B  contient  2  n  trian* 
gles  égaux  à  PON,  et  enfin  que  le  polygone  A'  contient 
2  n  triangles  égaux  à  AON,  il  vient  A:A'  ;  :  A':B;  d'où 

A'  =  rAxB  f  ce  qui  nous  apprend  que  la  sor&ice  du 
polygone  inscrit  de  2  n  côtés  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  surface  du  polygone  inscrit  de  n  côtés  et 
la  surface  du  polygone  circonscrit  de  n  côtés* 

Reste  maintenant  à  déterminer  B'. 

D'abord  les  deux  triangles  BON  et  ROP  ont  même 
hauteur  ;  donc  on  a  BON  :  ROP  :  :  RN  :  RP,  Or,  les  trian- 
gles BON  et  AOR  étant  égaux,  il  en  résulte  que  l'angle 
BON  ==  l'angle  BOA  ;  la  droite  OR  divise  donc  l'angle 
PON  en  deux  parties  égales  ;  donc  on  a  RN  :PR  :  :  ON: 
OP,  par  suite  RON  :  ROP  :  :  ON  ou  OA  :  OP. 

Les  deux  triangles  AOM  et  AON,  ayant  même  hau- 
teur, sont  entre  eux  comme  leurs  bases;  donc  AOM  I  AON 
:  :0M:0N  ;  d'ailleurs  0A:0P  :  ;OM:0N  ;  donc  BON: 
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ROP  :  :  AOfii:  ÀON,  et  par  suite  RON  -(-  RQP  ou  PON 

:  ko^ + AON  :  :  ron:  aom. 

.  HoltipHant  tons  les  termes  de  cette  proportion  par 
2n,  il  vientB:A+A'::|:A;  d'où  B'=|^. 

Exprimons  maintenant  B'  en  fonction  de  B  et  de  A'. 

Ponr  cela,  on  remarque  que  l'expression  A'=Ï^AxB 
donne  A"  =  AxB;  d'où  A=^.  Mettant  cette  va- 

leur  dans  la  formule  B'=r;^,  il  vient B'=*i_^^'= 

?^;d'où  i,=i2^=J(±  +  i,),  ce  qui'apprend 
que  l'inverse  de  la  surface  du  polygone  régulier  circon- 
scrit de  2  n  côtés  est  moyenne  arithmétique  entre  Tin- 
versé  de  la  surface  du  polygone  régulier  circonscrit  de  n 
côtés,  et  l'inverse  de  la  surface  du  polygone  régulier  in- 
scrit de  2  n  côtés. 

SeoUê.  On  peut  démontrer  que  la  différence  entre 
les  surfeces  des  polygones  réguliers  circonscrit  et  inscrit 
de  2  n  côtés  est  toujours  plus  petite  que  le  quart  de  la 
différence  entre  les  surfaces  des  polygones  circonscrit  et 
inscrit  de  n  côtés,  c'est-à-dire  qu'on  a  toujours  B' — A' 

En  effets  dans  cette  inégalité,  à  la  place  de  B'  et  de  k\ 
mettons  leurs  valeurs  M  =1^1^  et  B'=-^|^,  on  aura 

Â^->^AB<ÎT*.o«^^^<^,  ou^^^ 
<5=i,  ou  en  divisant  les  deux  termes  du  premier  mem- 
bre de  cette  inégalité  par /Â,  et  en  les  multipliant  par 
l^+n,  ilvient^^<!^,oujç^^<i; 

d'où  enfin  4  >^  <  (K^  +  ^)\ 
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D'aillenn,  on  sait  qae  la  moyenne  géométrique  entre 
deux  quantités  est  toujours  plus  petite  que  leur  moyenne 
arithmétique  ;  on  a  ioncvkh  <  ^  ou2  »'^  <A+B. 
Âjotttant2  ÀBauxdeuxmembresdecetté  inégalité,  il  vient 

4»^<A.+B+2>^,ou4KlB<(l^+^rA)». 

Nous  retombons,  comme  on  voit,  sur  Tinégalité  à 
laquelle  nous  avons  été  conduits  en  faisant  subir  à  Fine- 
galité  B' — A'  <  ^  différentes  transformations,  et  cela 
prouve  nécessairement  que  cette  inégalité  subsiste ,  et 
qu'elle  est  vraie,  quels  que  soient  A  et  B. . 

PBOBLÉIIB. 

265.  Connaissant  les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrit 
et  circonscrit  de  «  cAtés  i  un  cercle,  on  demande  les  péri- 
mètres des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  de  2fi 
côtés. 

Fi6.  225.  —  Soient  AB  le  cAté  du  polygone  régulier 
inscrit  de  n  câtés,  AI  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit 
de  2  II  côtés  MN  et  GH  les  côtés  des  polygones  réguliers 
4nTconscrit8  de  n  et  de  2  a  côtés.  Soient  P,  P^  les  péri- 
mètres des  polygones  inscrits  de  n  et  de  2  n  côtés ,  Q  et 
Ç[  les  périmètres  des  polygones  drconserits  de  n  et  de 
2  n  côtés ,  on  aura  P=n.  AB=r  2fi.  AD,  Q=n.  MN 
=  2n.MI,  F=2ii.AI=4n,Kl,  Q=2nGH=4n 
GI.  Tâchons  donc  de  trouver  une  relation  entre  AD,  AI, 
MI  et  GI,  et  nous  aurons  facilement  la  relation  qui  existe 
entre  P,P^,Q  et  Q'. 

D'abord,  il  résoHe  de  l'égalité  des  triangles  GOI  et 
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GOà  qne  la  lîgn9  OGxlivise  l'angle  AOI  en  dtui  par- 
ties égaler»  et  oomme  le  triangle  AOI  est  isocèle,  il  en 
résulte  que  les  angles  en  K  sont  droits.  Gela  posé^  i^ 
triangles  GKI  et  ÂDI  sont  semblables,  parce  qu'ils  sont 
rectangles ,  et  que  Tangle  GIK  =  lAD  comme  ayant 
même  mesure  ;  donc  on  a  AD  :  Â I  :  :  Kl  :  GI  ;  multipliant 
les  quatre  termes  de  cette  proportion  par  2n,  il  vient 
2n.AD;2n.AI::2nKi:2n.GI,ouP:P'::^:^; 

d'où  F  =  1^  X  Q'  ;  on  voit  donc  que  le  périmètre  du 
polygone  régulier  inscrit  de  2  n  côtés  est  moyen  propor- 
tionnel entre  le  périmètre  du  polygone  régulier  inscrit 
de  n  côtés  etie  périmètre  du  polygone  régulier  circonscrit 
de  2  n  côtés. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  le  périmètre  de  ce 
dernier  polygone. 

D'abord  la  droite  OG  divise  la  base  du  triangle  MOI 
ainsi  que  sa  parallèle  en  parties  proportionnelles  ;  donc 
on  a  AL:LD::MG:GI,  d'oùALH-LDouAD;MG+ 

gi,ouMI::ld:gi(i). 

Mais  OG  divise  l'angle  MOI  en  deux  parties  égales  ; 
donc  MG  :  GI  :  :  OM  :  01 ,  et  comme  les  triangles  AOD  : 
MOI  sont  semblables,  on  a  OxM:OI::OA:OD::Hi: 
AD;  donc,  à  cause  des  rapports  communs,  les  propon- 
tions  précédentes  donnent  AL: LD:: MI;  AD  ou  AL  + 

ID,  ou  ad:mi+ad::ld:ad. 

Cette  dernière  proportion,  et  la  proportion  (1)  ayant 
les  mêmes  antécédents,  il  vient  Ml  IGI  :  :  MI+AD:  AD, 
et  en  multipliant  par  2  n,  il  vient  2  n.  MI  ;  fi  n.  GI  ;*. 
an(Ml-f.AD):2n.AD,  ouQ:|:;Q  +  P:P;d'oàQ^ 
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verte  do  polygone  régalier  circonscrit  de  8  n  cAtés  est 
t&oyenne  arithmétique  entre  Tinverse  du  périmètre  da 
polygone  régulier  inscrit  de  n  c6tés  et  rinyerse  du  pé-* 
rimètre  du  polygone  régalier  circonscrit  de  n  cAtés. 

Scolie.  On  peut  démontrer,  comme  on  Ta  fait  pour 
les  lurfaces,  que  la  différence  qui  existe  entre  les  péri*- 
mètres  des  polygones  réguliers  circonscrit  et  inscrit  de 
2  n  côtés,  est  toujours  plus  petite  que  le  quart  de  la  dif- 
férence entre  les  surfaces  des  polygones  circonscrit  et 
inscrit  de  n  côtés. 

On  peut,  du  reste,  en  voir  une  démonstration  bien 
simple  dans  les  NouveUêi  An$iale$  de  mathématiques,  ré- 
digées par  MM.  Terquem  et  Gérono  (année  1842). 

PROBLtn. 

fa4.  On  donne  un  cercle  0  ayant  pour  rayon  r,  d*un  point  A 
quelconque  de  la  circonférence  de  ce  cercle  avec  un  rayon 
égal  à  r,  on  décrit  un  autre  cercle  qui  coupe  le  premier,  et 
Ton  propose  d'exprimer  en  fonction  du  rayon  r  la  surface 
MONA  comprise  entre  les  deux  cercles. 

F16.  226. —  On  tire  la  ligne  des  centres  OÂ  et  la 
corde  commune  MN,  puis  on  joint  MP  et  NP  ;  on  va  d'a- 
bord démontrer  que  MNP  est  le  triangle  équilatéral  in- 
scrit; en  eflet,  par  hypothèse,  (j)M  etON  sont  égaux  au 
rayon  ;  donc  OM  et  ON  sont  deux  côtés  de  l'hexagone 
régalier  inscrit  dans  le  cercle  A,  et  par  suite  M  N  est  le 
côté  4a  triangle  équilatéral  inscrit  dans  ce  cercle*  Cela 
posé,  on  remarque  que  si  du  cerde  A,  dont  l'expression 
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est  ir  r*,  on  retranche  la  surface  da  triangle  éqnilatéral 
MNP,  ie  reste  sera  égal  à  MON  +  NRP  -+-  PQM,  on  à 
3  MON,  c'est-à-dire,  à  trois  fois  la  moitié  de  iasnrfaoe 
S=MONÂ.  qu'il  s'agit  d'évaluer;  on  aura  doiic|S  = 
rrr*— MNP. 

Or,  le  côté  du  triangle  éqnilatéral  inscrit  estr/St  et 
sa  hauteur  est  y^^^^^^hv^J,  ou  ]/^t^—î^y  ou  ^f 

ou  enfin  î  x  3=|r/  donc  sa  surface  est  5  r  j/3  X  |r,  ou 
Jr*  1/3.  Par  conséquent,  on  a  |S  =  7rr* — fr'l/S  ;  d'où 
S=|^r«-^r'K^=r*(|,r-i^*). 

TBÉOBSIIB. 

265.  Si  dans  un  demi-cercle  AOB  on  abaisse  d'un  point  €  quel- 
conque de  la  circonférence  une  perpendiculaire  CD  sur  le 
diamètre,  et  si  l'on  décrit  sur  les  deux  segments  ÂD,  DB  des 
demi-cercles  AMB,  DNB,  en  soustrayant  ces  deux  demi-cer- 
cles du  demi-cercle  AOB»  le  reste  sera  équivalent  au  cercle 
dont  le  diamètre  est  CD. 

FiG.  227.  —Soient  CD  =2a?,  AB=2R,AD=2a, 
DB=26. 

Comme  CD  est  moyen  proportionnel  entre  AD  et  DB, 
on  aura  4  â;* =4  06;  d'où  â?* =06. 

Le  demi-cercle  AOB=^',  le  demi-cercle  AMD  = 
^,  et  le  demi-cercle  DNB  =  ^'  ;  donc  on  doit  avoir 
^— îf— ^=iraj",  ou  R*— (a*+6*)=2«',ouR*=a* 
+6*+2a5t,  ou  enfin  R*=a*-l-&'+2a6  (1),  parce  qne 
œ^szab  ;  mais  2  R=2a  -i-2fr,  on  Rsa-hb/doncTé- 
qualition  (1)  est  bien  une  identité,  et  par  conséquent  le 
théorème  est  démontré* 
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THtOBtMB. 


tt6.  L'aire  du  dodécagone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  est 
égale  à  trois  fois  le  carré  du  rajon  de  ce  cercle. 

FiG.  228.  —Soit  AB=R  le  côté  de  Thexagone,  et 

—a 
kC=:zx  le  côté  du  dodécagone,  on  a  AC=CK  X  CHzr 

CK(OC— OH),oua?»=2R(R— OH);  mais  OH  = 
/Rt_R!==:fj/3;doncaî*  =  2R(R— fj/3),oua?»=2 
R«_R«/3=R«(2— |/^);  à'oii  x=K\^ZIÇ^^  Le 
périmètre  du  dodécagone  sera  donc  P=:12  RK^2—  j/J,  et 
son  aire  sera  S=  1 2  RKâ-»73  X  T= 6  R /2=^  X 

01  ;  mais  01  =^^—^(^^^^) ;  donc  on  a  S=  6  R 
J^îHTâ  X  I^R«— ^(2— \/3),  ou  S  =  6RJ^=^X 
|/2RMWL_  6  R/^Zi;^  X  |^^T^,  ou  S=  3  R« 

PIOBLÈMB. 

267.  Trouver  Texpression  de  la  surface  ANKBDHM  qu*on  ferme 
en  divisant  le  diamètre  d*un  cercle  en  m  pfirties  égales,  et  en 
décrivant  sur  ces  divisions,  comme  diamètres,  des  demi-cer- 
cles de  part  et  d*autre  du  diamètre  du  cercle  donné. 

FiG.  229.  —  D'abord  on  remarque  que  la  figure 
ANKGBDHM  se  compose  du  demi-cercle  AMH«  moins 
le  demi-cercle  ANK,  plus  le  demi-cercle  RGB  et  moins 
le  demi-cercle  HDB*  Cherchons  donc  à  exprimer  ces  diF* 
férentes  surfaces  en  fonction  des  mêmes  quantités ,  et 

'  14 
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obsenroDS  d'abord  que  le  diamètre  étant  2  R,  chaque  di- 
vision du  diamètre  sera  ^.  Or,  le  demi-cercle  ÂHH  a 
pour  rayon  une  division  du  diamètre;  donc  le  cercle 
AMH  sera  égal  à  tt  ^ ,  et  le  demi-cercle  ÂUH  sera  égal 

Le  demi-cercle  ANK  a  pour  rayon  une  demi -divi- 
sion, c'est-à-dire  ^;  donc  on  aura  cer.  ANK  =5^,  et 
par  conséquent  ^  cet.  ANK=|^- 

Le  demi-cercle  KGB  a  pour  diamètre  m-*l  divisions, 
et  pour  rayon  2^=1  divisions,  c'est-à-dire  —^  X^  5 
donc  cer.  KGB=:tr(î2=i  xf  )*=7r!^i2,  et;œr. 
KGB=^51I-111  =^(m--2m  +  l),-5^. 

Le  demi-cercle  HDB  a  pour  diamètre  m — 2  divi- 
sions, et  pour  rayon  ^^  divisions,  c'est-à-dire 2S=2  ^ 
^  on  t!2^  ;  donc  le  cercle  HDB  =  n  ^2=^  et  i  cer. 

jBTOB  =:(îï^' =„(m'— 4.m +4)  X  î^- 

Si  donc  on  met  partout  ^  en  facteur  commtm ,  on 
trouve  pour  l'expression  de  la  surface  demandée  S  = 
^  (4-— H-m*  — 2m  4- 1— m*  -I-  4m— 4),  ou 

9=^X2m.ouS=;f. 

THÉOBÂn. 

268.  On  divise  le  diamètre  ÂB  d'un  cercle  en  moyenne  et  ex- 
trême raison  au  point  G,  puis  on  décrit  sur  les  deux  parties 
AC  et  BG,  comme  diamètres,  deux  demi-cercles  situés  de  cô- 
té différent  du  diamètre  ÂB,  on  propose  de  démontrer  que 
la  ligne  courbe  AMCNB  divise  le  cercle  en  moyenne  et  ex- 
trême raison. 

FiG,  330.  —  Soient  2R=AB,  a=AC,R— a  =  6 
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= se  ;  on  a,  par  hypothèse,  2B:a::a:b,ou2R:a::a 
:2R — o;  de  cette  proportion  on  tire  a=R  {y/~ï — 1), 
et  par  suite  on  a  pour  6,  6=2R — R(|/6— 1)=3R 
— Rl/5=(3--K^R. 

Cela  posé,  la  surface  ÀMGNBK=Ie  l  cercle  AKB  + 
I  cwcle  ÂMG— ;  cercle  GNB,  et  la  surface  AMGNBH 
=  {  cercle  AHB  + 1  cercle  GNB — |  cercle  ÂMC  ;  donc 
on  a  les  trois  égalités  * 

AMGNBK =f +^— =f =i(4R»  +  a*— 6») , 
AMGNBH  =f  +^— ^=î  (*R*  +6*~o*). 
Cercle  AKBHssttR*  ;  on  doit  donc  avoir  la  proportion 
irR*:;(4R»+a*— 6»)  ::i(4R*+o'— 6*)  :  j(.4R»+ 
6»— a*) ,  ou  bien  8  R»  (4R»  +  6«— o»)  =  (4R'  +a* 

-n  (1). 

Nons  allons,  dans  ce^te  expression,  remplacer  a  et  b 
par  leors  râleurs  o=R  (|/5 — 1) ,  5=R  (3 — y/%)  ; 
nons  effectuerons  les  calculs,  et  si  nous  parvenons  à  une 
identité,  le  théorème  sera  démontré.  L'égalité  (1)  de- 
vient alors  8R*  (4R*-f-R'(3— /6)*--R*(/6--l)*) 
=(4.R»+R»(|/^—l)«~R*{3— j/6)*)*,  ou  bien 
8R»  (4R*  +  14R»— 6R*|/6— 6  R*  ■+- 2R'»/6)  = 
(4R'  4-6R*— 2R*»/6— 14R*  +  6R*j/6)*.  ou  bien 
8R»(12R»— 4R*j/»)  =(— 4R' +  4R*|/6)*,  oubien 
R*(96— 32k^=R*(16-+-16X  5  — 32K^),  ouen- 
fiaR'(96— 32k1)=R*(96— 32|/d).  Gomme  noua 
sommes  parvenus  à  une  identité,  il  en  résulte  que  le 
théorème  est  vrai. 
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PROBLÈME. 

269.  Trois  circonférences  étant  données  de  grandeur  et  de  po- 
sition sur  un  plan,  on  propose  de  trouver  sur  Tune  d'elles 
un  point  tel,  que  la  différence  des  carrés  des  tangentes  me- 
nées de  ce  point  aux  deux  autres  circonférences,  soit  égale 
i  un  carré  donné  |)*. 

• 
FiG.  231.— -Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 

A  le  point  demandé,  menons  de  ce  point  des  tangentes 
àB  et  ÀC  aux  deux  autres  circonférences,  et  joignons 
leurs  centres  aux  points  de  contact.  Nous  aurons,  par 

— «         —2 

hypothèse,  AC— -AB=|>*;  mais  les  deux  triangles  rec- 

— a         — 2  — 2  —2 

tanglesAIC  et  AOB  donnent  AC=: AI— IC,  et  AB  = 
AO— BÔ';  d'où  on  tire  AC— AB=Âl— AoVoB^ 

—2  —2  —2  —2  —2 

IC,  ou  AI — AO=p*  +  IC — OB.  On  peut  toujours  trou- 
ver  un  carré  équivalent  à  l'expression  p*-|-IC — OB; 

—2  —2 

si  donc  on  désigne  par  q^  ce  carré,  on  aura  AI— OA  == 
^.  Ainsi  y  la  détermination  du  point  A  est  ramenée  à 
trouver  un  point  situé  sur  la  circonférence  DA ,  et  tel  qœ 
la  différence  des  carrés  de  ses  distances  aux  centres  des 
cercles  O  et  I  soit  égale  au  carré  ^,  Le  point  A  est  donc  à 
Tintersection  de  la  circonférence  D  avec  le  lien  géomé- 
trique des  points  tels,  que  la  différence  des  carrés  de  leurs 
distances  aux  points  O  et  I  soit  égale  à  ^.  Ck)mme  on  sait 
construire  ce  dernier  lieu,  il  en  résulte  qu'on  peut  re^ 
garder  le  point  A  comme  déterminé  et  le  problème  omime 
résola. 
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PftOBLÈME. 

270.  Trois  points  A,  B,  G  étant  donnés  de  position  sur  un  plan, 
et  trois  angles  &,  2»  et  ^  étant  donnés  seulement  de  gran- 
deur, on  propose  de  décrire  un  cercle  tel,  que  les  angles  for- 
més par  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  ce  cercle  soient 
respectivement  égaux  aux  trois  angles  donnés. 

Fie.  232  et  233.  —  Supposons  le  problème  résolu, 
soit  O  le  centre  du  cercle  demandé  et  tel ,  par  consé- 
quent, qu'en  menant  du  point  k  les  tangentes  AH  et  AG, 
langle  HAG=2a,qu*eQ  menant  du  point  B  les  tan- 
gentes BM  et  BN,  l'angle  MBN  =  2p,  etc.  Joignons  le 
centre  O  du  cercle  aux  points  A,  B  et  G,  et  aux  points 
de  contact  G,  M,  Q,  nous  obtiendrons  les  triangles  rec- 
tangles AOG,  ÔCQ  et  BOM.  Dans  le  triangle  AOG  on 
connaît  l'angle  OAG=:a  et  l'angle  droit  OGA;  donc 
on  peut  construire  un  triangle  semblable  à  OAG  ;  soit 
O'A'G'  ce  triangle,  nous  aurons  la  proportion  OAlGG 
::0'A':0'G'.  De  même  on  peut  construire  un  triangle 
CfQ'C  semblable  à  OQC,  et  on  aura  la  proportion  OQ 
;OC:;0''Q':0''C;  donc  si  l'on  multiplie  ces  propor- 
tions terme  à  terme  en  observant  que  les  rayons  OQ  et 
OG  sont  égaux,  il  vient  GAlGC:  :0'A'xO''Q':0'G'  X 
0"C,  On  voit  donc  que  le  point  G  appartient  au  lieu 
géométrique  de  tous  les  points  tels,  que  leurs  distances 
aux  points  A  et  G  soient  entre  elles  comme  deux  rec- 
tangles donnés  G' A'  X  G^Q'  et  G'G'  X  G'C.  Par  des  con- 
sidérations semblables  on  verrait  que  le  point  G  appar- 
tient aussi  au  lien  géométrique  des  points  tels,  que  leurs 
distanoea  aux  points  A  et  B  soient  entre  elles  comme  deux 
antres  rectangles  donnés ,  et  que  le  point  G  appartient 
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aussi  au  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs  dis- 
tances aux  points  B  et  C  soient  entre  elles  comme  deux 
rectangles  donnés  ;  donc  le  point  O  est  à  l'intersection 
de  ces  trois  lieux  géométriques. 

Nous  venons  de  voir  que  le  rapport  de  AO  à  OC  s*est 
présenté  sous  la  forme  du  rapport  de  deux  rectangles , 
nous  allons  voir  par  quelle  construction  on  peut  mettre 
ce  rapport  sous  la  forme  du  rapport  de  deux  droites. 

Soit  O'G'Â'  le  triangle  semblable  à  OGA,  pour  con- 
struire le  triangle  semblable  à  OQC  on  peut  faire  an 
point  O'  avec  O'G'  un  angle  égal  à  OCQ  ou  à  ^^  et  le 
triangle  COfG'  sera  semblable  à  OQC  ;  donc  on  aura 

OA:OX::OG;aG\ 
OC;aC::OQouOG;0'G'. 

si  Ton  fait  au  point  O'  avec  O'G'  un  angle  B'OG'  aes 
MBO=|9,  le  triangle  B'O^G'  sera  semblable  à  MBO,  et 
on  aura  OB:0'B'::OM  ou  OGiO'G',  on  aura  donc  la 
suite  de  rapports  géométriques  égaux  (^=-^=s^; 
donc  pour  avoir  le  point  O  il  faudra  construire  le  lieu 
géométrique  des  points  tels,  que  leurs  distances  aux  points 
A  et  C  soient  entre  elles  comme  O'A'  et  O'C,  le  lien 
géométrique  des  points  tels,  que  leurs  distances  aux  points 
A  et  B  soient  entre  elles  comme  les  droites  O'A'  et  O'ff, 
et  enfin  le  lieu  des  points  tels,  que  leurs  distancer  aux 
points  B  et  C  soient  entre  elles  comme  O'B'  et  O'C  Le 
point  O  sera  à  l'intersection  de  ces  trois  lieux  géomé- 
triques que  nous  savons  construire. 

Cas  particulier.  Si  les  angles  donnés  9«,  2^  et  iy 
sont  égaux,  alors  les  triangles  OAO,  OCQ  et  OMB  sont 
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^aax,  par  oonaéquent  les  distances  OA,  OB  et  OC  sont 
égales;  donc,  dans  ce  cas,  le  point  O  est  le  centre  du 
cercle  circonscrit  aux  trois  points  A,  B  et  C. 


PROBLÈME. 

S71.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  pointa  telg,  que  les  carrés 
de  leurs  distances  à  deux  points  donnés  À  et  B  soient  entre 
eux  conune  deux  droites  données  m  et  n. 

FiG.  234.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  C  ' 

un  point  qnelcon(}ue  du  lieu,  on  aura  AG  :BG  :  :  m  !  n. 

Si  nous  construisons  deux  droites  p  et  9  telles»  qu'on  ait 

—2    —2 
p*;}*:;»!;!!,  nous  aurons  par  suite  AC;BC::p*;î%d*où 

AGiBG  :  Ip!},  et  la  question  sera  ramenée  à  trouver  le 
lieu  géométrique  des  points  dont  les  distances  aux  deux 
points  donnés  A  et  B  soient  entre  elles  comme  les  deux 
droites p  et  q.  Les  lignes  p  et  9  sont  faciles  à  construire  ; 
nous  ne  nous  en  occupons  pas  maintenant. 

Au  point  G,  qui  est  par  hypothèse  un  point  quelcon- 
que du  lieu,  faisons  Tangle  BGO =GAB ,  alors  les  deux 
triangles  AGO  et  BGO  sont  semblables,  parce  qu'ils  ont 
l'angle  0  commun,  et  parce  qu'ils  ont  Tangle  GAO=: 
BCO  par  construction  ;  de  leur  similitude  il  résulte  qu'on 

a  AC:CB::AO:co::p;î     . 
co:BO::p:gf.  ^  ^ 

Multipliant  terme  à  terme  ces  deux  proportions ,  il 
vient  AO:BO::p«:5f*: :m;n. 

Cette  dernière  proportion  montre  que  le  point  O  est 
îndépettdiipt  de  la  position  du  point  C,  c'est-^-dire  que 
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si  le  point  C  était  iin  antre  point  quelconque  du  beu,  le 
point  O  serait  toujours  le  mème«  et  l'une  question  des 
deux  proportions  (\)  noua  montre  que  la  distance  OC  est 
constante. 

Ainsi,  tout  point  du  lieu  est  situé  sur  une  sphère  dont 
le  point  O  est  le  centre,  et  dont  le  rayon  OC,  que  Ton 
tire  de  la  proportion  AO:OC::OC:OB,  est  égal  à 

Kaoxob. 

Réciproquement,  on  va  démontrer  que  tout  point  si- 
tué sur  la  sphère,  dont  le  centre  est  O,  déterminé  par  la 
proportion  AOlOB::p*lq*:\fnln,  et  dont  le  rayon  est 

égal  à  KÂO  X  OB ,  est  un  point  satisfaisant  à  la  ques- 
tion; d'où  il  résultera  que  la  surface  de  cette  sphère  est  le 
lieu  géométrique  demandé.  En  effet,  prenons  un  point  C 
sur  cette  sphère  ;  joignons  GA,  CB,  CO.  Par  hypothèse, 
nous  avons  A0:0C::0C:0B,  et  comme  les  triangles 
AOC,  BOC  ont  l'angle  en  0  commun,  il  en  résulte  que 
ces  triangles  sont  semblables  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  cétés  proportionnels  ;  par  suite  on  a 

AC AO oc      J»«.J«    aC*_A0XOC_A0_P' m 

CB  —  oc  —  OB»  ***'"  iffi'  —  OGXOB  —  ÔB  —  7 — n' 

Consiruelian.  On  construit  facilement  le  lieu  géomé- 
trique de  la  manière  suivante  :  on  partage  la  droite  AB 
qui  joint  les  deux  points  donnés  en  deux  parties  AK  et 
KB  qui  soient  entre  elles  comme  m  est  à  n.  On  décrit 
sur  AB  une  demi*circonférence,  au  point  K  on  élève 
sur  AB  une  perpendiculaire  KC  jusqu  à  la  rencontre  avec 
la  circonférence,  et  le  point  C  est  un  point  du  lieu,  car 

on  a  AC:CB:  :  AK:KB  :  :fn:n;  en  sorte  qu'on  peut  pren- 
dre, si  Ton  veut,  ces  lignes  AC  et  GB  pour  lai  lignes  p 
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et  q.  On  fait  au  point  G  avec  CB  un  angle  BCO=GAB, 
et  le  point  0,  ainsi  déterminé,  est  le  centre  de  la  sphère 
dont  la  surface  est  le  lien  géométrique  demandé.  Le  rayon 
de  cette  sphère  est  la  droite  OC.  En  décrivant  du  point  0 
comme  centre,  avec  OC  pour  rayon,  la  demi-circonfé- 
rence ECF,  et  en  faisant  tourner  cette  demi-circonfé- 
rence autour  de  la  droite  ABF  comme  axe,  elle  engen- 
drera la  sphère  qui  est  le  lieu  demandé. 

Si  Ton  avait  x=  1*  le  lieo  serait  alors  le  plan  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  la  droite  AB. 

FROBLiME. 

Î72.  Diviser  un  quadrilatère  en  deux  parties  équivalentes 
par  une  droite. 

FiG.  142  bù.  — On  construit  un  triangle  AHD  équi- 
valent au  quadrilatère  donné  ABCD.  On  prend  le  point 
M ,  milieu  de  DH ,  et  on  le  joint  au  sommet  A.  II  est 
clair  que  les  triangles  AMD  et  AMH  sont  équivalents 
comme  ayant  même  base  et  même  hauteur  ;  mais  le  trian- 
gle AMH  et  le  quadrilatère  ABCM  ont  la  partie  AMC 
commune,  et  le  triangle  ACH  est  équivalent  au  triangle 
ABC  comme  ayant  même  base  AC  et  comme  ayant  leurs 
sommets  B  et  H  sur  une  parallèle  à  la  base  AC  ;  donc  le 
triangle  AMH  est  équivalent  au  quadrilatère  ABCM,  et 
par  suite  le  triangle  AMD  est  équivalent  au  quadrila- 
tère ABCM  ;  donc  la  ligne  AM  divise  le  quadrilatère 
ABCD  en  deux  parties  équivalentes. 


Digitized  by 


Googk 


(218) 


PROBLÈME. 

273.  Étant  donné  un  angle  Â  et  un  point  H  situé  sur  la  bissec- 
trice de  cet  angle,  on  propose  de  mener  par  ce  point  une  sé- 
cante telle,  que  la  partie  BG  comprise  entre  les  deux  côtés  de 
Tangle  soit  d'une  longueur  donnée  L 

FiG.  142.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit 
BC  la  sécante  demandée,  on  aura  BG  =  ^  Faisons  pas- 
ser une  circonférence  par  les  trois  points  A,  B  et  G,  et 
prolongeons  la  ligne  AH  jusqu'à  la  rencontre,  de  cette 
circonférence,  elle  passera  par  le  point  M,  milieu  de  Tare 
BG,  puisque,  par  hypothèse ,  elle  est  la  bissectrice  de 
l'angle  A.  Posons  AH=(I,  BM=MG=c,  AB=x, 
AG=yetAM=R. 

Le  quadrilatère  ABHC  étant  inscrit,  le  rectangle  des 
diagonales  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés 
opposés;  donc  on  a  RI=c {x+y)  (1). 

De  même  les  diagonales  sont  entre  elles  comme  les 
sommes  des  rectangles  des  côtés  qui  aboutissent  à  leurs 
extrémités;  donc  on  a  t=^^^  (2)- 

Enfin,  les  deux  triangles  ABH  et  AHG  étant  sem- 
blables ,  on  a  la  proportion  xlViy.dly;  d'où  dcy = 
Rd(3). 

En  combinant  ensemble  les  équations  (1)  et  (2),  il  vient 
J*  =  a^,  ou  R»  =a5y -f.  d- ;  d'où  «y  =  R*— c*  (4). 

La  comparaison  des  équations  (3)  et  (4)  donne  Rd  = 
R»— c»;  d'oùR*— -Rd— c*=o.  On  tire  de  cette  der- 
nière équation  R=5-f-|/£+cV 
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Il  fémilte  dd  ortte  analyse  la  construction  suivante  : 
Sot  une  droite  BC,  égale  à  la  droite  donnée  i,  on  dé- 
crit un  segment  capable  de  Tangle  donné  A,  on  prend 
le  point  M ,  milieu  de  l'arc  inférieur  BC ,  de  ce  point 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  droite*  -h/?1+c% 

on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  segment  capable 
de  l'angle  A  en  un  point  A  ;  on  connaît  ainsi  les  dis- 
tances AB  et  AC.  En  prenant  sur  les  deux  côtés  de  l'an- 
gle donné  des  distances  égales  à  AB  et  AC,  et  enjoignant 
BG,  on  ol>tient  une  ligne  c|ui  passe  par  le  point  H  et  qui 
eat  égale  à  la  ligne  donnée  l;  cette  ligne  répond  par 
conséquent  à  la  question. 

PROBLÈn. 

774.  Construire  un  triangle  connaissant  la  base,  et  sachant  que 
la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  est  égale  à  p\  et 
que  la  différence  des  carrés  des  deux  autres  côtés  est  égale 

Fia.  190.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AB  la  base  donnée,  et  C  le  troisième  sommet  du  trian- 

gle,  on  aura  AG-f-CB=pN  et  AG-~CB=9*;  donc 
le  point  G  appartient  à  la  fois  au  lieu  géométrique  des 
points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances 
aux  extrémités  A  et  B  de  la  base  soit  égale  à  p*,  et  an 
lien  géométrique  des  points  tels,  que  la  différence  des 
carrés  de  leurs  distances  aux  extrémités  de  la  base  soit 
^ale  kf.hb  peint  G  eit  donc  l'intersection  de  ces  deu 
liens  féométriqoci ,  et  ceouM  on  sait  les  constrairot  il 
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en  rémlte  qu'on  peut  regarder  le  point  C  coaune  dé- 
terminé. 

PROBLÈMB. 

275.  Ëtant  données  denx  circonférences  0  et  1,  on  propose  de 
trouver  sur  leur  plan  un  point  tel,  qu'en  menant  de  ce  point 
des  tangentes  aux  deux  circonférences,  ces  tangentes  soient 
égales  et  fassent  entre  elles  un  angle  donné  ce, 

FiG.  194.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  C 
le  point  demandé;  ce  point  est  situé  sur  la  ligne  CH, 
lieu  géométrique  des  points  tels,  que  les  tangentes  me- 
nées de  ces  points  aux  circonférences  0  et  I  soient  égales 
entre  elles.  Il  suffit  donc,  pour  que  le  point  C  soit  par- 
faitement déterminé,  de  trouver  une  autre  ligne  à  la- 
quelle ce  point  appartienne. 

Potir  cela,  joignons  01,  OA  et  IB,  et  prolongeons 
OA  et  IB  jusqu'à  leur  rencontre  en  K.  Nous  obtiendrons 
ainsi.  le  quadrilatère  ACBK,  dans  lequel  les  angles  en  A 
et  B  sont  droits  ;  donc  l'angle  AKB  est  le  supplément  de 
l'angle  ACB  ou  de  l'angle  donné  a. 

Le  point  K  appartient  donc  au  segment  capable  du  sup- 
plément de  l'angle  a,  décrit  sur  la  ligne  des  centres  01. 
De  plus,  les  triangles  CKA  et  CKB  étant  égaux  comme 
rectangles,  comme  ayant  l'hypothénuse  CK  commune  et 
le  cété  CA  =CB  par  hypothèse,  il  s'ensuit  que  KB  = 
KA,  et  par  suite,  que  la  différence  Kl — KO  est  égaie  à 
la  différence  des  rayons  des  deux  circonférences  données. 
On  aura  donc  le  point  K  en  décrivant  sur  01  un  segment 
capable  du  supplément  de  l'angle  donné  a,  et  en  pre» 
nant  sur  ce  segment  on  point  tel,  qai^  la  difféieoce  de 
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des  rayons  des  deux  circonférences  données.  D'aillears^ 
le  point  H  de  la  ligne  CK  est  connu  ;  c'est  le  milieu  de 
l'arc  inférieur  OMI,  puisque  les  angles  inscrits  AKC  et 
CKB  sont  égaux.  On  connaît  donc  les  points  K  et  M  de 
la  ligne  CK,  et  par  conséquent  cette  ligne  est  parfaite- 
ment déterminée;  son  intersection  avec  la  ligne  CH  don- 
nera le  point  demandé  C. 

THiOBâME. 

S76.  Si  d^uB  point  0,  pris  dans  rintérieur  d*un  triangle  <iuel- 
conque  ABC,  on  aiwisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois 
côtés,  on  détermine  sur  les  côtés  six  segments  tels,  que  la 
somme  des  carrés  de  trois  segments,  n'ayant  aucune  extré- 
mité commune,  est  égale  à  lasomme  des  carrés  des  trois  au- 
tres segments. 

FiG.  172  bi$.  —  Il  faut  démontrer  qu'on  a  AP  *f-BH 

_3  -^  _2  ^2 

+CK=BP4-CH4-AK. 

Pour  cela,  on  joint  OÂ,  OB  et  OC  ;  les  triangles  rec- 
tangles ÂOP  et  BOP  donnent 
— »     — «       —i\ 

AP=OA— OPi  _s       -a       _i        -1 

_     -,      _Jd'oùAP— BP=OA— 0B(1). 
BP=OB— op; 
Les  triangles  BOH  et  COH  donnent 

BH=OB— OH/  _a      -,       -,       _t 

_      _      _,[doàBH— CH=OB— 0C(2). 

CH=oc— oh; 

De  même  les  triangles  rectangles  COK  et  AOK  donnent 
— «        —a       — 9\ 
CK=OC— OKJ  -,       -,      -,      -» 

_      _,      -,  d'oùCK— AK=OC— 0A(3). 

AKsOA— os) 
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AjMtaot  vMBbtt  à  ambra  !«  égalitéi  (1),  (i)  tt 
(3),  îl  vient  ApVbH+CK—(BP+cS+AK)==0, 
ouÂP  +BH  +  GKsBP+GH  + AK;  c.  9,  /*.  d. 


TflÉOBin. 

277.  Si  Ton  joint  un  point  0,  pris  dans  Tintérieur  d'an  triangle 
quelconque  ABC,  aux  trois  sommets  par  les  droites  OA,  Oft 
et  OC,  qui  rencontrent  les  côtés  du  triangle  en  K\  B*  et  C\  on 
aura  la  relation  5ap-hgp+c€'=*- 

Fio.  173  Ml.  —  En  effet,  la  somme  deatroii  trian- 
gles AOB,  ÂOC  et  BOC  est  égale  au  triangle  ABC  ;  donc 
on  aBOC+AOB+AOG=ABC;  d'où 

mais  les  triangles  BOC  et  ABC,  ayant  même  base,  sont 
entre  eux  dans  le  rapport  des  hauteurs  ;  donc  on  a  l^^s 
%  ;  d'aillenrs,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  OKA' 
etAHA\ona^=^';d'oàil^su]tef^=^.OnproiL. 
verait  de  même  qu'on  ax^=:^,j^=:^;Ia  relation  (1) 
défient  alors  ^  4- Sf  4-  ot=  1  ;  «•  g*  /*•  d- 

PROBLÈHE. 

278.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  un  dea  angles, 
et  sachant  que  les  hauteurs  abaissées  des  angles  à  la  baie  sont 
entre  elles  dans  un  rapport  donné  m:n. 

F16.  187.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé,  on  anra,  par  hypothèse,  CV: 
BK  ;  Iffilii;  mais  la  surface  du  triaa^  A^  a  pmr  ex- 
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IHT^ion  ^^,  oa  ^^  ;  on  aura  dooc  ÂB  X  CVss  AC 
XBK,  oa  AC:AB::CV:BK,et  parsaite  ACiAB:: 
min.  Le  troisième  sommet  A  du  triangle  appartient  donc 
au  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs  distances 
aux  extrémités  de  la  base  soient  entre  elles  comme  les 
deux  droites  données  m  et  n.  Cela  posé,  si  c'est  Tangle  du 
sommet  qui  est  la  troisième  donnée  du  problème,  le  point 
A  se  trouyera  aussi  sur  un  segment  capable  de  l'angle  du 
sommet  décrit  sur  la  base  BC  ;  par  conséquent  on  con^ 
naîtra  deux  lignes  sur  lesquelles  se  trouvera  le  point  A, 
et  on  pourra  le  regarder  comme  déterminé.  Si  c'est  un 
des  angles  à  la  base,  l'angle  C,  par  exemple,  qui  est 
donné,  le  point  A  se  trouvera  à  la  fois  sur  le  lieu  dont 
on  a  parlé  plus  haut ,  et  sur  la  droite  AC  qui  fait  avec 
la  base  un  angle  égal  à  l'angle  donné;  on  pourra  donc 
encore  le  regarder  comme  déterminé. 

PftOBLtMV. 

279.  Construire  un  triangle  isocèle,  connaissant  la  position  A 
du  sommet,  sachant  que  les  extrémités  B  et  C  de  la  hase 
sont  placées  sur  deux  parallèles  connues  CH  et  BK,  et  sachant 
éb  plut  que  la  base  du  triangle  ùdt  avec  ces  parallèles  un 
angle  donné  «. 

FiG.  309.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé.  En  un  point  K  quelconque  de 
la  parallèle  BK  faisons  l'angle  BKI=:a>  du  point  A 
abaissons  une  perpendiculaire  sur  Kl-;  prenons  le  point 
M,  milieu  de  la  portion  ON  4e  cette  perpendiculaire, 
comprise  enti^lea  parallèles  GH  et  BK  ;  par  ce  point 
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menoQS  BMC  parallèle  à  Kl,  joignons  ÂB  et  AG*  et 
proQTODS  enfin  que  le  triangle  ABC  est  le  triangle  de- 
mandé. En  effet,  les  deux  triangles  BMO  et  NMC  sont 
semblables  et  donnent  la  proportion  OM  !  MN  :  :  BM  :  MC  ; 
mais  OM=MN  ;  donc  BM=MC  ;  donc  le  triangle  ABC 
est  isocèle,  et  comme  Tangle  BCN=IKB=a,  il  s'en- 
suit que  ce  triangle  est  bien  le  triangle  demandé* 

FROBLÈHB. 

280.  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  sa  surflM^  m  Xii 
et  deux  de  ses  angles  «  et  r. 

FiQ.  310.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé,  sa  surface  sera  égale  à  mXA« 
et  les  deux  angles  A  et  B  seront  respectivement  égaux 
aux  angles  donnés  a  et  0» 

Dans  Tangle  A= a  menons  une  ligne  quelconque  DE 
faisant  avec  AB  un  angle  égal  à  0,  et  du  point  A  abai^ 
sons  AK  perpendiculaire  sur  DE  ;  la  ligne  DE  sera  pa- 
rallèle à  BC,  puisque  l'angle  ADE=ABC=a,  et  les 
triangles  ADEet  ABC  seront  semblables* 

Cela  posé,  soit  p  une  moyenne  proportionnelle  entre 
m  et  n,  et  q  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  li- 
gnes connues  AK  et  {  DE;  nous  aurons  |>*=;m  X^= 
surf.  ABC,  et  î*=AKXîDE=surf.  ADE.  A  cause 
de  la  similitude  des  triangles  ADE  et  ABC,  nous  au- 
rons donc  ABC:ADE::AB:AD,  oup^j^riABlAD, 
oupI^riABlAD;  d'où  on  voit  que  AB  est  une  qua^ 
trième  proportionnelleaux  trois  lignesconnues;,^ et  AD. 
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On  prendra  donc  snr  le  c6té  AB  de  l'angle  A=:  a  une 
distance  AB  égale  à  cette  quatrième  proportionnelle,  et 
par  le  point  B  on  mènera  une  ligne  BC  qui  fasse  avec 
AB  Tangle  ABC=:p  ;  on  obtiendra  ainsi  le  triangle  de- 
mandé ABC. 

Pour  trouver  une  seconde  solution^  on  prend  sur  AC, 
AB'  =  AB,  et  on  mène  SC  sous  Fangle  AB'C=|3;  le 
triangle  AB'C,  égal  à  ABC,  jouira  des  mêmes  propriétés. 

PEOBLilfE. 

28i.  Par  trois  points  donnés  M,  N  et  P,  mener  des  droites  BC, 
AB  et  AC,  qui  forment  un  triangle  ABC  égal  à  un  triangle 
donné  ABC. 

FiG.  311*  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé,  ce  triangle  sera  égal  au  trian- 
gle donné  A'fi'C;  donc  le  côté  BC^B'C,  Tangle  B  = 
B\  et  l'angle  C=C.  Si  donc  nous  joignons  MN  et  MP, 
le  point  B  se  trouvera  sur  le  segment  capable  de  l'angle 
B'  décrit  sur  MN  comme  corde,  et  le  point  C  se  trou- 
vera sur  le  segment  capable  de  Fangle  G',  décrit  sur  MP 
comme  corde. 

On  voit  donc  que  si  l'on  décrit  sur  MN  et  MP  deux 
segments,  l'un  capable  de  l'angle  B",  et  l'autre  capable 
de  l'angle  C,  on  n'aura  qu'à  mener  par  le  point  M  une 
sécante  telle,  que  la  partie  comprise  dans  les  deux  seg- 
ments soit  égale  à  B'C,  et  qu'à  joindre  BN  et  CP  pour 
avoir  le  triangle  demandé  ABC. 

Le  problème  est  susceptible  d'une  seconde  solution , 
car  on  peut  mener  par  le  point  M  deux  sécantes  BC  et 

15 
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DE  telles,  que  les  parties  comprises  eotre  l6s  deui  seg- 
ments soient  égales  à  B'C. 

PEOBLtn. 

282.  Étant  donnée  la  base  d'un  triangle  avec  Tang le  opposé 
à  cette  base,  et  le  rayon  du  cercle  inscrit,  constraire  le 
triangle. 

FiG.  112.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  dont  il  s'agit,  O  le  centre  du  cercle  in- 
scrit. Si  de  ce  centre  on  mène  les  rayons  OM  et  ON,  on 
aura  un  quadrilatère  ÀMON  dans  lequel  on  a  0]M[=ON 
et  AMsAN.  Si  à  la  somme  des  deux  cdtés  AM  et  AN 
de  ce  quadrilatère  on  ajoute  BM+CN  ou  BC,  qui  est 
connu,  on  aura  la  somme  des  deux  côtés  AB  et  AC  du 
triangle  demandé.  On  voit  donc  que,  le  quadrilatère 
AMON  une  fois  construit,  il  ne  s'agira  plus  que  de  faire 
un  triangle  dont  on  connaît  la  base  BC ,  la  somme  des 
deux  côtés  adjacents  AB  et  AC,  et  l'angle  opposé  à  cette 
base;  ce  qui  est  facile  à  faire,  comme  on  va  le  voir  dans 
le  problème  suivant. 

Pour  avoir  un  quadrilatère  égal  à  AMON,  il  est  étH 
dent  qu'il  n'y  a  qu'à  mener  au  dedans  de  l'angle  donné 
des  droites  parallèles  à  ses  côtés,  et  qui  en  soient  éloi-- 
gnées d'une  quantité  égale  au  rayon  du  cercle  inscrit, 
puis  à  abaisser  de  leur  point  d'intersection  des  perpen- 
diculaires sur  les  côtés  de  cet  angle. 
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283.  Étant  donnés  la  base  d*uD  triangle  avec  Tangte  qui  lui  est 
opposé ,  et  la  somme  des  deux  autres  côtés,  construire  le 
triangle. 

FiG.  38.  -T-  Première  êoluiian.  L'angle  opposé  à  la 
base  du  triangle  à  décrire  étant  égal  à  l'angle  donn^ 
si  sur  cette  base  on  construit  un  segment  capable  de  le 
contenir,  le  sommet  du  triangle  sera  sur  la  partie  de  la 
circonférence  qui  le  termine  ;  soit  C  le  point  de  cette  cir- 
conférence où  ii  se  trouve  ;  si  l'on  conçoit  le  c6té  ÂC  pro- 
longé d'une  quantité  CK  égale  à  CB,  et  que  Ton  tiré  KB, 
on  aura  un  triangle  isocèle  CKB  dans  lequel  l'angle  K 
sera  égal  à  la  moitié  de  l'angle  ACB,  c'est-à-dire  de 
l'angle  donné.  Ainsi,  en  construisant  sur  la  base  don- 
née un  segment  capable  de  la  moitié  de  Tangle  donné , 
l'arc  qui  termine  ce  segment  comprendra  le  point  K  ; 
mais  ce  point  étant  distant  de  A  d'une  quantité  égale 
à  la  somme  de^  deux  autres  cAtés  AC  et  CB,  si  l'on  dé- 
crit du  point  A  une  circonférence  qui  ait  AC  +CB  pour 
rayon,  elle  donnera,  par  son  intersection  avec  l'arc  AKB, 
le  point  K  ;  tirant  par  ce  point  ainsi  déterminé  et  le 
point  A  une  droite,  elle  coupera  Tare  ACB  en  un  point 
G ,  qui  sera  le  sommet  du  triangle  dont  il  s'agit. 

Dmmime  eohuian.  Soit  ACB  le  triangle  demandé, 
AB  M  base.  Si  Ton  prolonge  le  cAté  AC  de  CKcsCB, 
la  ligne  AK  sera  la  somme  des  deux  cdtés  qui  compren- 
nent l'angle  eonnu^ 

Si  roti  mille  U,  éo  aura  l'angle  AKB  égal  à  {  ACB  ; 
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par  conséquent,  si  par  le  point  K,  extrémité  de  AK,  on 
tire  une  droite  KB,  qai  fasse  avec  ÂK  nn  angle  égal  à 
la  moitié  de  i*angle  donné,  elle  contiendra  le  point  B  ; 
mais  comme  ce  point  doit  se  trouver  sur  Tare  décrit  du 
point  A  avec  la  base  AB  pour  rayon  ,  il  sera  à  leur  in- 
tersection ;  ayant  le  point  B,  on  aura  le  pointC  en  élevant 
une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BK. 

PROBLÂMB. 

â84.  La  base  d*un  triangle  étant  donnée  avec  la  somme  des 
deux  autres  côtés,  et  le  rayon  du  cercle  inscrit,  construire 
le  triangle. 

FiG.  112.  — Soit  ABC  le  triangle  dont  il  s'agit,  BC 
sa  base,  et  MNP  le  cercle  qui  lui  est  inscrit;  à  cause  de 
BM+CN=BC,  il  est  évident  que  AB+AC— BC  = 
A]M[+AN=:2  AM.  Par  conséquent  AH  est  connu  ;  mais 
comme  OM  l'est  aussi,  il  s'ensuit  qu'en  construisant  un 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  AM 
etOM,  on  connaîtra  l'angle  MAO,  et  par  suite  l'angle 
MAN  qui  est  double  de  MAO.  Ainsi,  le  problème  est  ra- 
mené à  l'un  des  deux  problèmes  précédents. 

PROBLÈME. 

28S.  La  base  d'un  triangle  étant  donnée  avec  la  difléreoce  des 
deux  autres  côtés,  et  le  rayon  du  cercle  inscrit,  construire  te 
triangle. 

FiG.  112.  —  Soit  ABC  le  triangle  demandé,  BC  sa 
base,  9  la  différence  des  deux  autres  côtés,  MNP  le  cercle 
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qai  lui  est  inscrit;  à  cause  de  AM  =  AN,  la  différence 
des  droites  CN  et  BM  est  égale  à  celle  des  côtés  AC  et 
AB.  Ainsi,  puisque  CN=CP,  BM=BP;  il  en  résulte 
que  CP— BP  =  CN— BM=AC— AB=9;  par  consé- 
quent, si  Ton  porte  0  de  C  en  K ,  et  qu'on  prenne  le  mi- 
lien  de  BK,  on  aura  le  point  P  ;  ayant  ce  point  et  élevant 
par  ce  point  une  perpendiculaire  à  la  droite  BC,  qui  soit 
égale  an  rayon  du  cercle  inscrit,  on  aura  le  centre  de  ce 
cercle,  et  par  suite  le  cercle  lui-même  ;  mais  comme  par 
sa  nature  il  doit  toucher  les  cAtés  AB  et  AC,  il  s'ensuit 
que  les  tangentes  qui  lui  seront  menées  par  les  extré- 
mités de  la  base  détermineront  avec  cette  base  le  triangle 
demandé  ABC. 

PROBLÉMK. 

286.  Le  périmètre  d'un  triangle  étant  donné  avec  un  des  angles, 
et  le  rayon  du  cercle  inscrit,  construire  le  triangle. 

Fi6.  147.  —  Soit  ABC  le  triangle  dont  il  s'agit,  A 
l'angle  donné,  MN  P  le  cercle  inscrit  ;  si  l'on  prolonge  les 
côtés  AB  et  AC  indéBniment  an-dessous  de  la  base,  puis 
qu'on  décrive  un  cercle  RVS  qui  touche  les  droites  BR, 
BC  et  es,  il  est  facile  de  voir ,  à  cause  de  BR  =  BY  et 
de  CS:=CV,  que  AR  +  AS=  le  périmètre  du  triangle. 
Or,  les  lignes  AR  et  AS  sont  égaler  comme  tangentes 
partant  du  même  point  A;  donc  chacune  d'elles  est  égale 
à  la  moitié  du  périmètre ,  et  comme  elles  comprennent 
entre  elles  l'angle  A  qui  est  donné,  il  sera  facile  de  trou- 
ver le  point  (y,  et  par  suite  le  cercle  RVS.  Ayant  ce  cer- 
cle, comme  il  sera  facile  d'avoir  celui  qui  est  inscrit  an 
triangle ,  puisqu'on  connaît  son  rayon  qui  est  une  des 
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données  de  la  question,  il  ne  s'agira  pins,  pour  déter- 
miner le  triangle,  que  de  mener  entre  ees  deux  cercles 
une  tangente  qui  leur  soit  commune. 

PROBLÈMB. 

287.  Inscrire  dans  un  carré  donné  Un  autre  carré  donné. 

Fio.  13.  —  Première  $olui%(m.  Soit  MNRS  un  carré 
ioserit  dans  ÂBCD  ;  il  est  évident  que  les  trianglea  AMSt 
BMN,  CNR  et  DSR  que  forment  entre  eux  les  céiés  de 
ces  carrés  sout  égaux,  car  ils  ont  des  hypothénuses  égales 
et  les  aAgles  aigus  égaux.  De  plus,  si  Ton  mène  les  dia- 
gonales BD  et  SiN,  on  aura  deux  triangles  SOD  et  BON 
qui  seront  égaux,  puisque  les  angles  OSD  et  ODS  sont 
respectivement  égaux  aux  angles  ONB  et  OBN,  et  que 
SD  =  B1N;  parconséquentOD=:ÔBetOS=ON,  c'est- 
àniire  que  les  deux  diagonales  se  coupent  mutuellement 
en  deux  parties  égales  ;  or«  pour  que  le  carré  MNRS  soit 
le  carré  demandé,  il  Tant  que  Si\  soit  égal  à  la  diag<H 
nale  du  carré  à  inscrire.  On  déterminera  donc  le  point  S 
en  décrivant  un  arc  de  cercle  du  point  O  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  la  moitié  de  la  diagonale  du  carré 
donné;  ayan(  le  point  S  on  portera  le  côté  du  carré 
donné  de  S  en  M,  de  S,  en  R,  et  enfin  de  R  en  N  ;  en  ti- 
rant ensuite  SM,  AIN,  NR  et  RS,  on  aura  un  carré  in- 
scrit  qui  sera  celui  qu'on  demande. 

Deuxième  êoluHoH.  Soit  MNRS  un  carré  inscrit  dans 
ABCD  ;  a  cause  des  triangles  égaux  BMN  et  NCR,  <hi 
a  BN  sx^CR  ;  or,  ai  par  le  point  N  on  élèvf»  [%  perfi^ndi-t 
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culaire  NI  terminée  à  la  diagonale  BD,  on  aura  BN  = 
NI,  et  par  suite  NI=CR.  A  cause  de  NI=CR,  on 
aura  évidemment  CI =NR  ;  par  conséquent,  on  inscrira 
dans  un  carré  donné  ABCD  un  carré  égal  à  un  autre 
carré  donné,  en  portant  le  côté  de  celui-ci  de  C  en  I  au 
moyen  d'un  arc  de  cercle,  abaissant  du  point  I  une  per- 
pendiculaire IN  sur  BC,  et  portant  ce  même  côté  de  N 
en  M,  de  N  en  R,  et  de  R  en  S. 

Discussion.  L*arc  décrit  du  point  C  ne  peut  couper 
la  diagonale  BD  qu'autant  que  le  côté  du  carré  à  inscrire 
ne  aéra  pas  moindre  que  la  moitié  de  cette  diagonale; 
par  conséquent,  on  doit  en  conclure  que  le  problème 
sera  impossible  lorsque  le. carré  à  inscrire  sera  moindre 
que  la  moitié  du  carré  dans  lequel  on  veut  l'inscrire  ; 
c'est  aussi  ce  que  fait  voir  la  première  solution. 

PftOBLÈm. 

288.  Étant  donnés  une  droite  indéfinie  MN,  et  un  point  C  hors 
de  cette  droite ,  on  mène  de  ce  point  une  ligne  quelconque 
GB  jusqu'à  la  rencontre  de  MN,  puis  Ton  divise  GB  en  deux 
parISei  GA,  AB  telles,  qu'on  ait  CB  x  CA  =:K*;  on  demande 
le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  tels  que  A,  en  suppo* 
sant  qu'on  fasse  varier  la  droite  GB. 

FiG.  107  bis.  — Soit  CE  une  droite  quelconque  par- 
tant du  point  G  et  aboutissant  à  la  droite  MN,  et  soit  A 
le  point  du  lieu  demandé  qui  est  situé  sur  CB,  on  aura 
CBxCA=K*.  Abaissons  CB'  perpendiculaire  sur  MN, 
et  divisons  CB'  au  point  A',  de  manière  qu'on  ait  CB'X 
CA'=K»;  on  aura  par  suite  Clî  X  CA=CB'  X  CA',  ou 


Digitized  by 


Googk 


l 


(  232  ) 

CB  ;  CÂ'  :  :  CB'  l  C A  ;  si  donc  on  tire  la  ligne  AA\  les  deux 
triangles  CBB'  et  CAA!  seront  semblables  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  cÀtés  proportionnels,  et 
par  suite  l'angle  C4A'  sera  égal  à  CB'B,  et  sera  par 
conséquent  un  angle  droit;  donc  le  lieu  géométrique 
demandé  est  la  circonférence  décrite  sur  la  ligne  CV 
comme  diamètre. 

THÉORÈME. 

289.  On  donne  un  angle  A  et  un  point  0  situé  dans  cet  angle, 
par  le  point  0  on  mène  difiérentes  sécantes  terminées  aux 
deux  côtés  de  Tangle,  et  on  forme  ainsi  différents  triangles, 
tels  que  ABC,  AHK,  etc.;  on  propose  de  démontrer  que  le 
triangle  qui  a  la  surface  minimum  est  celui  qui  est  tel  que 
son  troisième  côté  est  divisé  par  le  point  0  en  deux  parties 
égales. 

FiG.  70  bis.  —  Pour  construire  le  triangle  de  surface 
minimum,  on  mène  par  le  point  O  une  parallèle  OI  à 
l'un  des  côtés  de  l'angle,  on  prend  1K=1A,  on  joint 
KO,  et  le  triangle  AHK  est  le  triangle  en  question^  car 
on  a  Ai;IK::OH:OK,  et  à  cause  de  A1  =  IK,  on  a 
OH=OK.  Démontrons  que  sa  surface  est  un  minimum  ; 
pour  cela,  faisons  voir  qu'elle  est  plus  petite  que  celte  de 
tout  autre  triangle  ABC.  A  cet  effet,  menons  KD  paral- 
lèle à  AB,  les  deux  triangles  OBH  et  OKD  seront  égaux 
comme  ayant  OK= OH,  l'angle  BOH  =  KOD  comme 
opposés  par  le  sommet,  et  l'angle  OHB  =  OKD  comme 
alternes  internes.  Ou  voit  donc  que  la  surface  du  triangle 
ÂBC  surpasse  celle  du  triangle  AHK  de  la  surface  KDC; 
donc  AHK  est  bien  le  triangle  de  la  surface  minimum. 
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PROBLÈME. 

290.  Étant  donnés  un  angle  A  et  un  point  0  situé  dans  cet  angle, 
on  propose  de  mener  par  ce  point  une  sécante  BG,  de  manière 
a  former  un  triangle  ABC  ayant  pour  surface  un  carré  don- 
né p*. 

FiG.  70  bis.  —  Première  êoluiion.  Supposons  le  pro- 
blème résolu*  et  soit  BC  la  sécante  demandée ,  on  aura 
ABC=|)*.  Construisons  le  triangle  de  surface  minimum 
AHK,  et  menons  KD  parallèle  à  AB  ;  le  triangle  KDC 
sera  évidemment  la  différence  entre  le  triangle  ABC  ou 
p*,  et  le  triangle  AHKt  de  sorte  qu'on  connaît  la  surface 
du  triangle  KDC  ;  soit  q*  cette  surface;  comme  les  trian- 
gles ABC  et  KDC  sont  semblables,  on  aura  ABC: KDC 

::AC:Kc!ouy;î*::AC:KC;d'où  p:ç::AC;KC,  et 

par  suite  p — q  :  AC — KC  ou  AK :  IplkC. 

Dans  cette  dernière  proportion,  AC  est  la  seule  incon- 
nue ;  ou  peut  donc  construire  cette  ligne  et  déterminer 
par  là  le  point  C  ;  en  joignant  ce  point  au  point  O,  on 
obtiendra  une  ligne  BC  qui  satisfera  k  la  question. 

FiG.  75  hi$,  —  Deuxième  solution.  Supposons  le  pro- 
blème résolu,  et  soit  BC  la  sécante  demandée,  on  aura 
ABC=j>*;  menons  par  le  point  O  une  parallèle  à  AC, 
et  construisons  un  parallélogramme  APRQ  qui  soit  équi- 
valent a  p',  il  sufGt  pour  cela  de  déterminer  AQ  de  telle 
sorte  qu'on  ait  OH :p::p:AQ. 

Nous  aurons  alors  ABC  =  APRQ,  et  en  retranchant 
la  partie  commune  APOKQ,  il  restera  BOP-t-QKC= 
ORK. 
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Les  triaDgles  BOP,  QKC  et  ORK  étant  semblables, 

nous  aurons  BOP;OP::QKC:QC::ORK:OR;  d'où 

on  tire  BOP+QKC;OP+QC:;ORK:OR.  Comme 
dans  cette  dernière  proportion  les  antécédents  sontégaox, 

nous  aurons  OP  +  QC=OR  ;  d'où  QC=OR— OP. 

Cette  relation  permet  de  déterminer  avec  facilité  la 
ligne  QC.  En  prenant  alors  à  partir  du  point  Q  une  dis* 
tance  égale  à  QC,  on  obtiendra  le  point  C  que  Ton  join- 
dra au  point  O. 

Corollaire.  La  seconde  solution  que  nous  venons  de 
donner  est  applicable  au  cas  où  le  point  donné  O  est  si- 
tué hors  de  l'angle  donnée 

PftOBLÈMB. 

291 .  Deux  points  A 'et  B  étant  donnés  sur  la  circonférence  d'nn 
cercle  dont'  le  rayon  est  connu,  trouver  sur  la  circonférence 
de  ce  cercle  un  point  tel ,  qu'en  désignant  par  w  sa  distance 
au  point  A,  et  par  y  sa  distance  au  point  B,  on  aitâ?-hy;a;— 
y  ::  m  :  n,  m  et  n  étant  deux  droites  données. 

FiG.  169.  •— *  Supposons  le  problème  résolu,  et  sôit  C 
le  point  demandé,  on  aura  x+yl  x^^  :  :  m  :  n,  ou  n 
(a?4-y)=m  (a? — y),  ou  nx+ny:^fnx — my,  ou  (m-hn) 
y=  (m — n)  x  ;  d'où  oniitexly:  :  m-t-nlm — ».  Le  point 
G^est  donc  tel,  que  ses  distances  aux  deux  points  donnés 
Â  et  B  sont  entre  elles  comme  les  deux  droites  données 
m + n  et  m — n;  par  conséquent  ce  point  se  trente  k  l'in- 
tersection de  la  circonférence  donnée  avec  le  lieu  géomé» 
trique  des  points  tels,  que  leurs  distances  aux  points  don- 
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néâ  A  et  B  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  m+n 
km — n. 

Comme  nous  savons  construire  ce  lieu  géométrique, 
BOUS  pouvons  regarder  le  point  G  comme  parfaitement 
déterminé. 

Le  problème  est  toujours  possible  et  admet  deux  so- 
lutions, parce  que  la  circonférence  donnée  et  le  lieu  géo- 
métrique dont  nous  venons  de  parler ,  et  qui  est  aussi 
une  circonférence,  se  coupent  en  deux  points. 

PROBLÈMB. 

292.  Deux  points  A  et  B  étant  donnés  sur  la  circonférence  d'un 
cercle  dont  le  rayon  est  connu,  trouver  sur  la  circonférence 
de  ce  cercle  un  point  tel,  qu'en  désigant  par  a?  sa  distance  au 
point  A,*et  par  y  sa  distance  au  point  B,  on  ait  œ-^y  \x^y 
::x:y, 

Fio.  169  frti.  —-Supposons  le  prdi^lème  résolu,  et 
soit  C  le  point  demandé,  on  aura  x+ylah^y.xly^  ou 
{^+y)y^^(x — y)  Xy  ou  apyH-y*=aî* — xy  ;  d  où  on  tire 
^xyssoc^-^^. 

Tirons  la  oorde  AB,  le  diamètre  GH,  et  du  point  G 
aimissons  CK  perpendiculaire  sur  ÂB.  D'après  deux  thécH- 
rènea  connus,  le  triangle  AGB  donnera  xy=zCVixCSi 
et  o^'-^-y  s  a  AB  X  MK  ;  on  aura  donc  par  suite  2GH  X 
CKsaABxMK,  oaldK:CK::CH:AB,oaMK:CK 

**  £?•  AB 
•  •    •    •   t  • 

On  voit  donc  que  les  distances  MK  et  GK  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  du  rayon  de  la  circonférence  donnée 
à  la  moitié  de  la  corde  qui  joint  les  deux  points  donnés. 
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Si  donc  on  prend  sur  ÂB,  à  partir  du  point  M,  nne  dis- 
tance HR=^,  qu'au  point  R  on  élève  sur  AB  la  per- 
pendiculaire BS=:^,  et  qu'on  joigne  MS,  le  point  de- 
mandé se  trouvera  à  l'intersection  de  la  ligne  MS  avec 
la  circonférence  donnée;  on  aura  bien,  en  effet,  MKl 

CK::MR:RS:;?-/^. 

PROBLÈIIB. 

293.  Ëtant  donné  un  point  0  situé  dans  un  angle  BAC,  on  pro- 
pose de  mener  par  ce  point  une  sécante  telle,  que  la  partie 
de  cette  sécante  comprise  entre  les  deux  côtés  de  Tangle  soit 
au  segment  situé  sur  Tun  des  côtés  de  l'angle,  et  compris  en- 
tre le  sommet  et  la  sécante,  dans  le  rapport  de  deux  droites 
données  m  et  m. 

FiG.  90  bis.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
BOC  la  sécante  demandée,  on  aura,  d'après  l'hypothèse, 

BC;AB::m;n. 

Menons  par  le  point  0  une  parallèle  OH  au  côté  ÂC, 
nous  aurons  alors  BC  ;  ÂB  :  :  OB  :  HB,  et  par  suite  OB: 
HB::m:n.  Le  point  B  est  donc  tel,  que  ses  distances 
aux  deux  points  connus  O  et  H  sont  entre  elles  dans  le 
rapport  des  droites  m  et  n.  Ce  point  est  donc  l'intersec- 
tion du  côté  AB  de  l'angle  donné  avec  le  lien  géomé- 
trique des  points  tels,  que  leurs  distances  aux  deux  points 
0  et  H  soient  entre  elles  comme  les  droites  m  et  i». 

Une  fois  le  point  B  déterminé,  on  le  joindra  au  point 
O,  et  on  aura  la  sécante  demandée  BG. 
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PROBLÈMB. 

294.  Étant  donnés  on  point  0  et  une  droite  indéfinie  lY,  décrire 
du  point  donné  comme  centre  un  cercle  qui  coupe  la  droite 
XY  de  manière  que  Tun  des  segments  que  forme  le  cercle  avec 
la  droite  soit  capable  d'un  angle  donné  «. 

Fie.  235.  —  Supposons  le  problème  résolu,  soit  OM 
le  rayon  du  cercle  demandé,  etMÂN  celai  des  deux  seg- 
ments qui  est  capable  de  Tangle  donné  a.  Inscrivons 
dans  ce  segment  un  angle  quelconque  MÂN,  et  joignons 
le  point  0  aux  points  H  et  N,  où  le  cercle  coupe  la  droite. 
L'angle  inscrit  HÂN  sera,  par  hypothèse,  égal  à  Tangle 
a,  et  Tangle  au  centre  correspondant  MON  étant  double 
de  MAN,  sera  par  conséquent  égal  à  2  a.  Si  donc  on 
abaisse  du  point  0  une  ligne  OH  perpendiculaire  sur 
XY,  l'angle  MOH  sera  égal  &  HON,  et  par  conséquent 
è  Tangle  donné  a. 

De  cette  analyse  résulte  évidemment  la  construction 
suivante  : 

Du  point  donné  0  on  abaisse  sur  la  droite  donnée  une 
perpendiculaire  OH,  on  Tait  au  point  O  avec  cette  per- 
pendiculaire un  angle  MOH  égal  à  Tangle  donné  a,  et 
du  point  0  comme  centre,  avec  la  distance  OM  pour 
rayon,  on  décrit  une  circonférence  qui  est  la  circonfé- 
rence demandée. 

En  effet,  il  résulte  de  la. construction  que  l'angle  au 
centre  MON  =  2a;  donc  l'angle  inscrit  MAN,  qui  est  la 
moitié  de  l'angle  au  centre,  est  égal  è  a. 
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PftOBLÈlIB. 

295.  Étaot  données  deux  circonférences  concentriques  ayant  pour 
l  rayons  GR=R  et  CH=r,  ainsi  qu'un  point  0  situé  sur  leur 
plan,  on  propose  de  décrire  de  ce  point ,  comme  centre,  un 
cercle  qui  coupe  les  deux  circonférences  concentriques,  de 
manière  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  dUntersection 
du  même  côté  de  la  ligne  des  centres  OC,  passe  par  le  centre 
commun  G  des  deux  circonférences  concentriques. 

Fi6.  236.  -^  Supposons  le  problème  résola^  et  soit 
OK  le  rayon  de  la  circonférence  demandée  ;  par  le  point 
C  menons  à  cette  circonrérence  la  tangente  CT.  D'après 

un  théorème  connu,  nous  aurons  CT=CKxCH= 
R  X  r,  relation  qui  nous  permettra  de  déterminer  la 
grandeur  de  la  tangente  CT,  puisque  pour  avoir  cette 
ligne  on  n'a  qu'à  chercher  une  moyenne  proportionnelle 
entre  les  rayons  des  deux  circonférences  données. 

La  ligne  GT  étant  une  fois  connue,  on  obtiendra  te 
rayon  OT  de  la  circonférence  demandée  en  construisant 
un  triangle  rectangle  ayant  cette  ligne  CT  pour  un  des 
cAtés  de  l'angle  droit,  et  ayant  pour  hypothénuse  la  dis- 
tance qui  sépare  le  point  donné  0  du  centre  donné  C 
des  deux  circonférences  concentriques.  On  décrira  en- 
suite du  point  0  comme  centre,  avec  OT  pour  rayon, 
une  circonférence  qui  sera  la  circonférence  demandée. 

PROBLÈIIE. 

^.  Étant  donnés  quatre  points  Â,  B,  G  et  D  sur  une  droite 
donnée,  on  propose  de  construire  le  carré  dont  chacun  des 
côtés  passe  par  un  des  quatre  points  donnés. 

FiG.  237.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
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IINPQ  ie  carré  demandé  dont  chaque  côté  passe  par  un 
des  quatre  points  A,  B,  G  et  D.. 

Dans  le  triangle  ÂMG,  la  ligne  BQ  étant  parallèle  à 
AM,  on  aura  la  proportion  BG;  AB:  ;QG:MQ  ;  d'où  on 
tire  BG  X  MQs: AB  X  QG. 

Dans  le  triangle  BDP,  la  ligne  QG  étant  parallèle  à 
PD^on  aura  la  proportion  BC:GD::BQ:QP;  d'où  on 
tireBGxQP=GDxQB. 

Mais  par  hypothèse  la  figure  HNPQ  est  un  carré  ;  donc 
MQ=QP|  et  par  suite  les  deux  égalités  précédentes  four- 
nissent la  suivante  :  GD  X  QB= AB  X  QG,  qui  peut  se 
mettre  sous  la  forme  QB:QG::AB:GD. 

Où  voit  donc  ainsi  que  le  point  Q  appartient  au  lieu- 
géométrique  des  points  tels,  que  leurs  distances  aux  deuic 
points  donnés  B  et  G  soient  entre  elles  comme  les  deux 
droites  données  AB  et  GD.  D'ailleurs,  l'angle  BQG  est 
droit,  puisque,  par  hypothèse,  la  figure  MNPQ  est  un 
carré  ;  donc  le  point  Q  se  trouve  aussi  sur  la  circonfé- 
rence décrite  sur  la  ligne  BG  comme  diamètre.  Le  point 
Q  se  trouve  donc  à  l'intersection  du  lieu  et  de  la  cir- 
conférence dont  il  vient  d'être  question,  par  conséquent 
il  est  déterminé. 

Pour  achever  la  construction  on  joindra  le  point  Q  aux 
points  B  et  G  par  les  lignes  BQ  et  GQ,  et  des  points  A 
et  D  on  mènera  les  lignes  AU  et  DN  respectivement 
perpendiculaires  sur  GQ  et  BQ  «  on  obtiendra  ainsi  le 
carré  demandé  MNPQ. 
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PROBLÈME. 

297.  Trouver  dans  rintérieur  d'un  triangle  un  point  tel,  qu*en 
le  joignant  aux  trois  sommets»  les  surfaces  des  trois  triangles 
soient  entre  elles  comme  trois  longueurs  ou  comme  trois 
nombres  donnés  m,  n  et  p. 

FiG.  238.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  0 
le  point  demandé,  on  aura,  d'après  Thypothèse,  ÂOB; 
m::A0Cln::BOClp;  mais  la  surface  d'un  triangle 
étant  représentée  par  le  produit  de  sa  base  par  la  moitié 
de  sa  hauteur,  si  Ton  abaisse  du  point  0  des  perpendi- 
culaires sur  les  trois  côtés ,  on  aura  ÂOB  l  ÂB  X  OR  :  : 
AOC;  AC  X0P::B0C  ;BCxOQ,  et  par  suite  ABx 
OR;m::ACxOP:n::BCxOQ:p,  ou  ce  qui  revient 
au  même,  ABxOR:m;rÂC  xOPin, 
ABxOR:m::BCxOQ:p. 

On  tire  de  ces  deux  proportions  çp = ^ , 

OR i.ac 

05— p3ar* 

Ce  qui  apprend  que  le  point  0  est  le  point  d'inter- 
section de  la  droite ,  lieu  géométriqi\e  des  points  tels, 
que  leurs  distances  aux  deux  côtés  AB  et  AG  soient  dans 
le  rapport  donné  ~^,  avec  la  droite,  lieu  géométrique  des 
points  tels,  que  leurs  distances  aux  deux  côtés  AB  et  BG 
soient  dans  le  rapport  donné  ^. 

Comme  nous  avons  vu  comment  on  construisait  ces 
lieux  géométriques,  nous  regarderons  le  point  O  comme 
déterminé. 
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nOBLÉMB. 

298.  Dans  un  triangle  quelconque  ABC  on  mène  des  parallèles 
à  un  des  côtés  BG,  et  Ton  joint  par  des  diagonales  les  pointe 
de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  les  côtés  ;  on  demande 
quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  section  de  ces  dia- 
gonales. 

FiG.  239.  — Soit  0  un  des  points  du  lieu  demandé, 
si  Ton  joint  ce  point  au  point  M,  milieu  de  HK,  il  est 
Tacite  de  prouver  que  la  droite  de  jonction  OM  passe  par 
le  point  N,  milieu  de  PQ.  En  effet,  les  triangles  sem- 
blables HOM  et  NOQ  donnent  HM:NQ-:OM:ON; 
les  triangles  semblables  MOK  et  PON  donnent  MK:NP 
::OM:ON:  on  a  doncHM;NQ::MK;NP.  Or,  HM= 
MK;doncNQ='NP. 

Les  trois  points  M,  O  et  N  sont  donc  sur  une  même 
ligne  droite.  D'ailleurs,  on  sait  que  la  droite,  qui  joint 
le  sommet  A  du  triangle  au  point  I,  milieu  de  sa  base, 
passe  par  les  milieux  de  toutes  les  parallèles  à  cette  base  ; 
donc  le  point  O  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  som- 
met A  au  milieu  de  la  base  du  triangle. 

Ce  raisonnement  étant  applicable  à  tous  les  points  du 
lieu  en  question ,  il  en  résulte  que  ce  lieu  est  la  droite 
qui  joint  le  sommet  du  triangle  au  milieu  da  côté  opposé. 

PROBLÈME. 

299.  Étant  donnés  deux  triangles  ABC  et  ABC,  ainsi  qu'un  point 
K  situé  sur  leur  plan,  on  propose  de  mener  par  co  point  une 
droite  telle,  que  la  somme  des  distances  des  sommets  du  pre- 
mier triangle  à  cette  droite  soit  à  la  somme  des  distances  des 
sommets  du  second  triangle  à  cette  droite,  dans  le  rapport 
donné  m  à  n. 

FiG.  240.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 

16 
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KO  la  droite  demandée,  i^î  Ton  désigne  par  a,  6,  c  les 
longueurs  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du 
triangle  ABC  sur  KO,  et  par  a,  H,  c  les  longueurs  des 
perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  triangle  KVC 
sur  la  même  droite  KO,  on  aura,  d'après  l'hypothèse, 
a+6-l-c:a  +  6'+c'::m;n. 

Soient  G  et  G'  les  centres  de  gravité  des  deux  trian- 
gles, et  g  et  g  leurs  distances  à  la  droite  KO,  on  aura, 
d'après  un  théorème  connu  g = °"^f^  et  gf'=2y±±£!  ;  on 
aura  donc  par  suite  ^I^'llm^n. 

Cela  posé,  si  Ton  tire  la  droite  GG',  qui  rencontre  la 
ligne  KO  au  point  0,  on  obtient  deux  triangles  GOPet 
G'OF  qui  sont  semblables;  donc  on  a  jflj  ::G0;G'O, 
et  par  suite  GO;G'0 \\m\n. 

On  obtiendra  donc  le  point  0  en  divisant  la  droite 

GG'  qui  unit  les  centres  de  gravité  des  deux  triangles, 

en  deux  parties  qui  soient  dans  le  rapport  de  m  &  n,  et 

.  en  joignant  ce  point  au  point  donné  K,  on  aura  la  droite 

demandée. 

PROBLÈME. 

300.  Étant  donné  un  polygone  quelconque  de  m  côtés,  on  pro- 
pose d'abord  de  déterminer  son  centre  do  gravité,  et  ensuite 
de  trouver  un  point  tel,  qu'en  abaissant  de  ce  point  une  per- 
pendiculaire sur  une  droite  donnée  et  située  dans  le  plan  du 
polygone,  cette  perpendiculaire  prise  m  fois,  soit  égale  à  te 
somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  du  polygone  on  le 
décompose  on  triangles  t,  (,  f,  etc.  ;  en  joignant  l'un 
des  sommets  de  ce  polygone  à  tous  les  autres.  On  cher- 
che ensuite  les  centres  de  gravité  de  tous  les  triangles; 
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soient  9,  g  et  g^^  etc.,  ces  centres  de  gravité.  On  joint 
gg  que  Ton  partage  au  point  M  en  deux  parties  qui  soient 
dans  le  rapport  inverse  des  surfaces  des  triangles  f  et  ^  ; 
on  joint  tàg"  que  Ton  partage  au  point  M' en  deux  parties 
dans  le  rapport  inverse  de  i+i  kf.  On  joint  M  j*^  que 
Ton  partage  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le 
rapport  inverse  de  t-4-^  +  ("  à  T,  et  ain»i  de  suite  en 
partageant  toujours  la  droite  de  jonction  en  deux  par- 
ties qui  soient  dans  le  rapport  inverse  entre  la  somme 
de  tous  les  triangles  précédents  et  du  triangle  que  Ton 
considère.  Le  dernier  point  de  division  est  le  centre  de 
gravité  du  polygone. 

Le  centre  de  gravité  du  polygone  étant  ainsi  obtenu, 
il  est  clair  que  c'est  ce  point  qui  répond  à  la  question, 
car  on  sait  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  gravité  d'un  polygone  sur  une  droite,  est  égale  à  la 
moyenne  arithmétique  entre  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  sommets. 

PftOBLÊMB. 

901 .  Par  un  point  A,  donné  dans  riatérieur  d'un  oerole  de  rayon 
Vy  mener  une  corde  telle,  que  le  rapport  des  segments  de  cette 
corde  soit  égal  à  un  rapport  donné  m:n, 

FiG.  241.  ^^— Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
BC  la  corde  demandée^  on  aura,  par  hypothèse,  ^=7. 
Joignonsie  point  Aau  centre,  d'après  un  théorème  connu, 
on  auraABxAC=AKxAH  =  (r+OA)(r— 0A)  = 
[r+i)  (r— ii)=:r* — rf",  détantladistanceducentr#au 
point  donné.  On  tire  de  cette  relation  la  valeur  de  AG  «t 
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OD  la  porte  dans  l'hypothèse,  il  vient  Alors j:^^=-^; 

d'où  on  tire  AB=^^|^*^^*'jT 

On  décrira  donc  du  point  Â  comme  centre,  avec  cette 
valeur  de  ÂB  pour  rayon,  une  circonférence  qui  coupera 
la  circonférence  donnée  au  point  B,  et  en  joignant  ce 
point  au  point  A,  on  aura  la  corde  demandée. 

PROBLÈME. 

302.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  de  rayon  r,  un  triangle  iso- 
cèle tel,  que  la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  soit  égale 
à  une  longueur  donnée  a. 

PxG.  242.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ÂBC  le  triangle  demandé,  si  l'on  désigne  par  x  sa  base, 
et  par  y  sa  hauteur,  on  aura,  d'après  Thypothèse  x+y 
=:a.  Gomme  par  hypothèse  le  triangle  est  isocèle,  il 
s'ensuit  que  la  hauteur  AH  de  ce  triangle  passe  par  le 
centre,  et  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  base, 
on  aura  donc  AH=:y,  HK=2r— y  et  BH  =  HC±=i 
et  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  relatif  aux 
cordes  qui  se  coupent  dans  un  cercle,  on  aura  7= y 
(2r— y)-       . 

On  a  donc,  pour  déterminer  la  base  et  la  hauteur  du 
triangle  demandé,  les  deux  équations  a; +y= a,  ir*= 
4y(2r— y). 

Tirons  de  la  première  de  ces  équations  la  valeur  de  x, 
et  portons-la  dans  la  seconde,  il  vient  (a — y)*=i:4y 
(2r — y) ,  ou  en  effectuant  a'  +y* — 2ay =8fy— 4y*, 
ou  5y* — 2 (a+  4r)  y  +  a* =0. 
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On  tire  de  cette  équation  du  second  degré 

,. ara+4r)±2V/4(4iH-4r)«~2og' flH-4r±V/o*^iflr*4-Sflr— Sa' 

y —  ^^  _.  —  ~~~      S  • 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  fant  nécessai*- 
rement  que  la  valeur  de  y  soit  réelle,  et  par  conséquent 
il  faut  qu'on  ait  4r* — a*4-2ar>o  ou  ir*4-2ar — a*>o. 
On  tire  de  là  r>-^^=^^/^'«g^,  ou  r>=^"'^,  ou  en- 
fin r>îi)Çr}l.  Or,  on  sait  que  le  plus  grand  segment  de 
la  droite  a,  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison,  est 
égal  à  ^^^-'•;  donc  on  voit  que  le  problème  n'est  pos- 
sible qu'autant  que  le  rayon  du  cercle  donné  surpasse 
ou  égale  la  moitié  du  plus  grand  segment  de  la  droite 

donnée  a  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison. 

V 

PROBLÈMK. 

305.  Étant  donnés  deux  droonférences  concentriques  et  un  dia- 
mètre commun  HK  donné  de  position,  on  propose  de  mener 
une  sécante  qui  coupe  le  diamètre  sous  un  angle  donné  «,  et 
qui  soit  partagée  par  la  petite  circonférence  dans  un  rapport 
donné  m  :  n. 

FiG-  243.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AGB  la  sécante  demandée;  d'après  l'hypothèse,  cette 
sécante  fait  avec  HK  un  angle  BCK  égal  à  «,  et  elle  est 
coupée  au  point  G  par  la  petite  circonférence  en  deux 
parties  AC  et  CB  telles,  qu'on  a  AC:CB:  :  min.  Joignons 
le  point  C  au  centre  O  par  la  ligne  MON  ;  d'après  un 
théorème  connu,  ona  AC;CM::CN:CB,  ou  bien  AG: 
R— r  :  :R  H-r;GB.  Tirons  de  cette  dernière  proportion 
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la  valeur  de  CB»  et  portons-la  dans  l'hypothèse,  il  fient 

—a 
alors  AC;Î^ :  :m:n  ;  d'où  on  tire  AC  =  ^  (R*— r»),  et 

par  conséquent  AC=l^v(R* — O- 

On  voit  donc,  d'après  ce  qui  précède ,  que  la  sécante 
demandée  doit  faire  avec  HK  un  angle  égal  à  a,  et  être 
telle,  que  sa  partie  comprise  dans  la  couronne  circu- 
laire, différence  des  deux  cercles  donnés,  soit  égale  i 

l^-f  (R" — r*).  De  là  résulte  la  construction  suivante  : 
on  prend  sur  la  grande  circonférence  un  point  I  quel- 
conque,  de  ce  point  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à 

y\  (R^ — r*) ,  on  décrit  un  arc  qui  coupe  la  petite  cir- 
conférence en  S,  on  joint  IS  ;  on  décrit  ensuite  une  cir- 
conférence concentrique  avec  les  deux  circonférences 
proposées  et  tangente  à  la  ligne  IS.  En  menant  à  cette 
circonférence  une  tangente  AGE,  qui  fasse  a^ec  HK 
l'angle  donné  a,  on  obtient  la  sécante  demandée  ACB. 
En  effet,  on  a  bien  AC  =  IS=K^(R«_r«). 

PROBLÈME. 

904.  Trouver  sur  une  corde  AB,  donnée  de  position  dans  un 
cercle  donné,  un  point  G  tel,  que  si  par  ce  point  on^ne  une 
seconde  corde,  elle  soit  divisée  en  deux  parties  égales  entre 
elles  et  à  la  longueur  donnée  a, 

Fi6.  244.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  G 
le  point  demandé,  si  par  ce  point  on  mène  la  corde  MCN, 
on  aura,  par  hypothèse^  HG  =  NG=2a.  Joigoonè  le 
point  O  au  point  G  et  au  point  N  ;  comme  MC^kNG  , 
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il  ê'enfluit  qae  OCest  perpendiculaire  sur  MN,  et  que  le 
triangle  OCN  est  rectangle  ;  ou  aura  donc  OC  =0N — CN 


ou  OC=R*— a*  ;  d'oùOC=KR'— o\  Si  doncdu  point 
0  comme  centre,  avec  cette  valeur  de  OC  pour  rayon, 
on  décrit  une  circonférence,  cette  circonférence  coupera 
la  corde  donnée  AB  généralement  en  deux  points  C  et 
C,  qui  seront  tels,  qu'en  menant  par  ces  deux  points 
les  tangentes  CM  et  CM'  à  la  circonférence  OC,  on  ait 
CM = CN  =  a,  et  CM  =  CN  =a  ;  ces  deux  points  sont 
ceux  qui  satisfont  à  la  question. 

PROBLÈME. 

305.  Étant  donnas  un  cercle  0  et  un  point  A,  pris  hors  de  ce 
cetcle,  on  propose  de  mener  par  ce  point  une  sécante  telle, 
que  la  somme  des  cairés  de  la  partie  intérieure  et  de  la  par- 
tie extérieure  de  cette  sécante  soit  égale  à  un  carré  donné  p'. 

FiG.  245.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  sôit 
ABC  la  sécante  demandée  ;  si  Ton  désigne  par  rr  et  y  la 
partie  extérieure  et  la  partie  intérieure  de  la  sécante, 
et  par  i  la  longueur  de  la  tangente  menée  au  cercle 
donné  par  le  point  A,  on  aura ,  d'après  l'hypothèse , 
a5*4-y*£=!p",  et  d'après  un  théorème  connu  (x+y) 

Telles  sont  les  deux  équations  entre  lesquelles  iious 
allons  éliminer  y.  Tirons  à  cet  elTet  de  la  seconde  équa- 
tion la  valeur  de  y,  et  portons-la  dans  In  première,  il 
vient  alors  aï* +  {^)*  =j)V  ou  bien  ic*  +  aî*  +  t*— 2 
(»x'=p*ic«, oa2a;*— (2i' +])')x -|-«*=o. 
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Pour  résoudre  cette  équatiou  bi-carrée  posons  pour 
un  instant  a5^=«,  elle  devient  2z* — (2i*+|>*)z  +  <* 
=  0,  et  on  en  tire 

^ 2 l«4-p'lfcK(/i'"*-|i' »'~ »l* H'4-ydbV/p*-4-4p^<«-4l* 

Z 4  4  • 

Voyons  maintenant  comment  nous  pourrons,  à  Taide 
de  la  règle  et  du  compas ,  déterminer  jb,  et  par  suite 
construire  0;=^. 

Mettons  la  valeur  de  z  sous  la  forme  de 
^_ai'4>p'±v/p-4-4ivp«^i')^  Posons  «•=p»—IS  il  vient 

alors  z  =  af'-Hy^v/p^'Ki'^  Posons  (m  =  p.n,  on  aura 
(•m*  ~p\n\  et  par  suite  z  devient  z  =  «<'-hp'±v^p'-^<p'J!: 
_2iM:E:±iAr£^«5   p^jjj  p«+4n«=î«,  on   aura 

'  Soit  en6n  K*=  2t^+p^±:pq ,  on  aura  z=t  ou  aJ* 
=r;  d^où  «  =  *.  Pour  avoir  x  on  cherchera  donc 
d'abord  la  valeur  de  m  qui  satisfait  à  la  relation  m^=p* 
— C  ;  c'est,  comme  on  le  sait,  le  c6té  d'un  triangle  rec- 
tangle dans  lequel  l'hypothénuse  est  p  et  l'antre  cAté  t. 
On  cherchera  ensuite  la  valeur  de  n  qui  satisfait  à  la 
relation  Lm:=zp.n,  c'est  une  quatrième  proportionnelle 
entre  p ,  (  et  m.  Connaissant  n,  la  valeur  de  q  sera  four- 
nie par  la  relation  p* + 4  n*  =  ^;  connaissant  q  on  con- 
naîtra K  par  la  relation  K*=;2l^+p*±pq,  et  K  une 
fois  connu,  on  aura  x  en  prenant  la  moitié  de  K. 

On  décrira  alors  du  point  A  comme  centre,  avec 
x=il  pour  rayon ,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  cir- 
conférence donnée  en  C,  on  tirera  ensuite  la  ligne  AC, 
qui  sera  la  sécante  demandée. 
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PROBLEME. 

306.  Etant  donnés  une  circonférence  0,  une  tangente  AD  à  cette 
circonférence,  et  le  diamètre  AB  mené  par  le  poin!  de  contact, 
on  propose  de  mener  par  Tautre  extrémité  de  ce  diamètre 
une  sécante  telle,  que  la  partie  extérieure,  comprise  entre 
la  tangente  et  la  circonférence ,  aoit  égale  à  une  longueur 
donnée  a. 

FiG.  246.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 

BCD  la  sécante  demandée,  on  aura  CD=a.  Désignons 

par  X  la  sécante  entière  BD,  et  par  y  la  longueur  de  la 

— î 
tangente  AD  ;  le  triangle  rectangle  ABD  donnera  BD 

—2  — « 

= AD  +  AB  00  a;*  =îf*  -h  4r",  et  d'après  le  théorème 
connu  de  la  tangente  et  de  la  sécante,  qui  partent  d'un 
point  situé  hors  de  la  circonférence,  on  aura  y*=a  X  x. 
Éliminant  y  entre  ces  deux  équations,  il  vient  x^:=ax 
-+-4r*  ou  X* — ax — 4r"=o;  d'où  on  tire  x=i  4- 

On  construira  donc  d'abord  cette  valeur  dex,  puis 
du  point  B  comme  centre,  avec  x  pour  rayon,  on  dé- 
crira une  circonférence  qui  coupera  la  tangente  donnée 
en  D,  on  joindra  enfin  BD,  qui  sera  la  sécante  demandée. 


PHOBLÉBIB. 

307.  Étant  donnés  trois  points  A,  B  et  C ,  on  propose  de  mener 
par  le  point  A  une  droite  telle,  que  les  distances  des  deux  au- 
tres points  donnés  B  et  € ,  à  cette  droite,  soient  entre  elles 
dans  le  rapport  donné  de  m  an. 

FiG.  248.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit 
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AK  la  droite  demandée  ;  si  des  points  B  etC  nous  abais- 
sons sur  cette  droite  les  perpendiculaires  BK  etCH,  nous 
aurons,  d'après  Thypothèse,  BK;GH:: min.  Or«  si  nous 
joignons  par  une  droite  les  points  B  et  G,  nous  obtenons 
deux  triangles  BOK  et  GOâ,  qui  sont  semblables  ;  donc 
on  aOB:OC::BK:CH,  et  par  suite  OB:OC::m:n. 

Pour  obtenir  la  droite  demandée  ÂK ,  il  faut  donc 
joindre  les  points  B  et  G,  diviser  la  droite  BG  au  point  O 
en  deux  parties  qui  soient  dans  le  rapport  de  m  à  n,  et 
tirer  la  ligne  AO.  Elle  répand  évidemnaent  à  la  ques- 
tion. 

THÉORÂME. 

308.  Deux  angles  au  centre  mesurés  dans  deux  cercles  diflé- 
rents  sont  entre  eux  comme  les  arcs  compris  divisés  par  leurs 
rayons. 

FiG.  249*  —  Soient  par  exemple  les  deux  angles  au 
centre  AGE  et  DOE,  il  faut  démontrer  qu'on  a  ACB: 

Y^r^ïT  •  •  AB  •  DE 
liUCi .  .  es  •  OB' 

D'un  rayon  OF,  égal  à  AC,  décrivons  l'arc  FG  com- 
pris entre  les  côtés  OD  et  OE  de  l'angle  DOE  ;  comme 
les  rayons  sont  égaux ,  on  aura ,  d'après  un  théorème 
connu,  ACB:D0E::ÂB;FG;  mais  les  arcs  FG  et  DE 
sont  semblables,  c'est-à-dire  correspondants  &  des  angles 
au  centre  égaux  dans  des  circonférences  inégales  ;  donc, 
d'après  un  autre  théorème  connu,  on  a  FG;DE::OF 
ou  CA;OD.  Tirons  de  cette  dernière  proportion  la  va- 
leur de  FG,  savoir  FG=^^(^^,  et  portons-la  dans  la 
première,  il  vient  ACB;  DOE:  :  AB:2%^,  ou  AÇBiDOE 

•  •  AB  •  DE  ,  ^    ^     f    J 

•  •€!  •  0D>  *'•  Y*  f  •  ••• 
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PROBLÈHE. 

309.  ÉUnidonnés  deux  parallèles  et  un  point  sur  chacune  d'elles» 
mener  par  un  troisième  point  donné  C  hors  de  ces  parallèles, 
une  sécante  telle,  que  le  rapport  des  distances  de  chacun  des 
points  au  point  de  rencontre  de  la  sécante  avec  Tune  des  pa- 
rallAles*  soit  égal  à  un  rapport  donné  mm. 

Fie.  250.  —  Le  point  où  la  sécante  CP  rencontre  la 
parallèle  AP  devant  être  tel  que  ses  distances  aux  deux 
points  donnés  A  et  B  soient  entre  elles  comme  m  est  à  n, 
appartient  nécessairement  au  lieu  géométrique  des  points 
tels,  que  leurs  distances  aux  deux  points  donnés  A  et  B 
soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  m  à  n.  Si  donc  on 
construit  ce  lieu  géométrique ,  et  qu'on  prenne  ses  in- 
tersections avec  la  parallèle  AP,  on  obtiendra  deux  points 
P  et  Q,  qui  seront  tels,  qu'en  les  joignant  au  point  donné 
C,  on  ait  deux  sécantes  CP  et  CQ  satisfaisant  à  la  ques- 
tion. 

On  sait  que  le  lieu  géométrique  dont  il  s'agit  s'obtient 
en  déterminant  sur  la  droite  AB  deux  points  M  et  N  tels, 
qu'on  ait  AM: MB ::m:n,  AN;NB::m:n,  et  en  décri- 
vant sur  MN,  comme  diamètre,  une  circonférence. 

PROBLÈMS. 

BIO.  Par  un  point  A^  pria  sur  le  plan  d'un  cercle  donné  de  gran- 
deur et  de  position»  on  mène  une  droite  qui  coupe  la  circon- 
férence de  ce  cercle  en  deux  points  B  et  C  ;  par  ces  points  on 
mène  à  la  circonférence  des  tangentes  qui  se  coupent  en  un 
point  M  ;  on  demande  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point 
M  lorsque  la  droite  ABC  prend  autour  du  point  A  toutes  les 
positions  possibles. 

FiG.  251.  — Supposons  que  le  point  M  soit  un  point 
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quelconque  du  lieu,  joignons  ÂO,  et  du  point  M  abais- 
sons la  perpendiculaire  MP  sur  la  droite  AO.  Si  Ton 
joint  OM,  il  est  clair  que  cette  droite  sera  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  BC. 

Les  triangles  semblables  AOI  et  MOP  donnent  la  re- 
lation 0P:0I::0M:A0;  d'où  0P=2ï#i,  et  comme 

le  triangle  OMB  est  rectangle  en  B,  on  a  OB=OM  X 
.01,  on  aura  donc  par  suite  OP  =  ^. 

On  voit  donc  que  la  position  du  point  P,  et  par  suite 
celle  de  la  droite  MP,  est  déterminée  par  une  troisième 
proportionnelle  à  la  distance  du  point  donné  au  centre 
du  cercle  et  au  rayon  de  ce  même  cercle.  D'ailleurs,  la 
distance  OP  ne  dépend  que  du  rayon  du  cercle  et  de  la 
distance  AO,  elle  sera  donc  la  même  quelle  que  soit  la 
position  de  la  sécante  ABC.  Le  lieu  géométrique  de- 
mandé est  donc  une  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
le  point  donné  au  centre  du  cercle,  et  menée  à  une  dis- 
tance du  centre  égale  à  ^. 

Scolie.  Les  deux  distances  OP  et  OA  étant  liées  par 
la  relation  OP=^,  il  sera  facile  de  déterminer  cha- 
cune d'elles  lorsque  l'autre  sera  connue. 

FiG.  252.  —  On  conclut  de  là  que,  si  de  tous  les  points 
d'une  droite  donnée  MP,  on  mène  des  couples  de  tan- 
gentes à  un  cercle  donné,  toutes  les  cordes  de  contact 
se  couperont  en  un  même  point  du  diamètre  perpendi- 
culaire à  la  droite  donnée,  et  situé  à  une  distance  du 
centre  exprimée  par  une  troisième  proportionnelle  à  la 
distance  de  la  droite  donnée  au  centre  du  cercle  et  au 
rayon  du  cercle. 
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C'est  cette  propriété  remarquable  qui  ^  fait  donner 
i  la  droite  MP  le  nom  de  polaire  du  point  Â,  et  au  point 
À  le  nom  de  pâle  de  la  droite  M  P.  Lorsque  le  pôle  est 
extérieur  au  cercle,  la  polaire  n'est  autre  chose  que  la 
corde  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point. 

PtOBUniB. 

9li.  Par  un  point  0,  situé  dans  un  angle  donné  Â,  mener  une 
sécante  DC  qui  détermine  sur  les  deux  cAtés  de  l'angle  des 
segments  AB  et  ÂG  tels,  que  leur  rectangle  soit  égal  à  un 
carré  donné  A*. 

Fi6.  2&3.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
BC  la  sécante  demandée,  on  aura  AB  X  AC=:Jk*.  Par 
le  point  O  menons  OH  parallèle  à  AC,  et  OD  parallèle 
à  AR.  Joignons  HC  ;  par  le  point  B  menons  BK  paral- 
lèle à  HC,  et  tirons  la  ligne  HK. 

Les  deux  triangles  ABC  et  AHK  seront  équivalents 
comme  ayant  une  partie  commune  AHC,  et  la  partie 
BHC  équivalente  à  KHC  comme  ayant  même  base  et 
même  hauteur.  D'ailleurs  ces  deux  triangles,  ayant  on 
angle  égal  en  A ,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles 
des  cAtés  qui  comprennent  l'angle  égal  ;  donc  on  a  par 
suite  *»=ABXAC=AHXAK,  nubien  AH:AC:: 

ab:ak  (1). 

Comme  on  connaît  AH  =  OD,  la  relation  AH  X  AR 
=k^,  ou  AH  :  ft  :  :  fc  ;  AK  permet  de  déterminer  AK .  Cela 
posé,  la  ligne  OD  étant  parallèle  à  AB,  on  aura  OD, 

ouAH:dc:;ab:ac(2). 

Les  proportions  (1)  et  (2)  ayant  mêmes  antécédents, 
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on  aura  AC:AK::DC:AC,ou  AK:AC::AC:DC;  d'où 

ak:ar— AC::AC:AC— -DCou  ak:kc::ac:ad, 

et  enfin  AKxAD=KCxAC.  Comme  AR  et  AD  sont 
connus,  il  en  résulte  que  si  Ton  pose  ÂK  X  AD=KCx 
AC=p*,  la  question  est  ramenée  à  partager  la  droite 
donnée  AK  en  deux  parties  AC  et  KC  dont  le  rectangle 
soit  égal  à  un  carré  donné  p*.  Comme  nous  savons  ré- 
soudre ce  problème,  nous  pourrons  déterminer  le  point 
C,  9t  en  le  joignant  au  point  O,  nous  obtiendrons  la  aé^ 
cânte  demandée  COB. 

PROBLÈME. 

3it.  Étant  donn6  un  angle  A  et  un  point  O  dani  rintériaur  de 
cet  angle  ou  au-dehors,  on  propose  de  mener  par  ce  point 
une  sécante  telle ,  que  le  rectangle  des  parties  de  cette  se- 

-  cante»  interceptées  entre  le  point  0  et  les  deux  côtés  de 
Fangle,  soit  égal  à  un  carré  donné  p*. 

FiG.  254.  -^  Supposons  le  problème  résolu,  et  aoit 
BC  la  sécante  demandée,  on  aura  par  hypothèse  BOX 
OC=p*.  Prenons  sur  le  côté  AB  un  point  H  quelcon- 
que ;  joignons-oie  au  point  O,  et  supposons  qu'on  fasse 
passer  une  circonférence  par  le  point  H  et  par  les  ex- 
trémités B  et'C  de  la  sécante  demandée  ;  cette  circonfé- 
rence coupera  la  ligne  OH  en  un  point  K  tel,  qu'on  ait 
OH  X  OK  =OB  X  OC=p«.  Comme  HO  est  donné  im- 
médiatement  par  la  position  du  point  H,  cette  égalité 
déterminera  la  valeur  de  OK,  et  par  conséquent  fixera 
parfaitement  la  positign  du  point  K.  Ayant  ce  point,  iK 
aéra  facile  de  déterminer  le  point  C  ;  oar  les  anglea  6H0 
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et  CX^K«  étant  égaux  comme  inscrits  dans  le  même  seg- 
ment BK,  le  point  C  se  trouvera  à  l'intersection  du  côté 
ÂC  de  l'angle  donné  avec  le  segment  décrit  sur  OK 
comme  corde  et  capable  de  Tangle  BHO  qui  est  connu. 
Ayant  le  point  C,  on  le  joindra  au  point  O,  et  on  aura 
la  sécante  demandée  CE.        * 

PROBLÈUB. 

915.  Ëtant  données  dans  un  plan  trois  droites  qui  concourent 
en  un  même  point  0,  ainsi  qu'un  point  A  situé  sur  le  même 
plan,  on  propose  de  mener  par  ce  point  une  sécante  AD  telle, 
que  les  deux  parties  interceptées  soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donné  mm. 

Fi«.  255.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit 
ABD  la  sécante  demandée,  on  aura,  d'après  l'hypothèse, 
BC:CD::m;n.  Par  un  point  K  quelconque  de  OCme- 
noDB  une  ligne  PQ  parallèle  à  AD,  elle  sera  évidemment 
coupée  par  OC  en  deox  parties  QK  et  KP ,  qui  seront 
dans  le  même  rapport  min.  Or,  quel  que  soit  le  point  K 
dt  OC  par  lequel  on  tire  une  droite  comprise  entre  les 
deux  côtés  de  l'angle  DOB  ;  il  n'y  en  a  qu'une  seule  qui 
jouisse  de  la  propriété  d'avoir  les  parties  analogues  à 
BC  et  CD  dans  le  rapport  de  m  à  n  ;  d'où  il  suit  que  pour 
avoir  la  droite  AD  il  suffit  de  mener  par  un  point  K  quel- 
conque pris  sur  OC,  une  droite  PQ  dont  le  rapport  ^  des 
parties  interceptées  soit  égal  à  ~ ,  et  de  mener  ensuite 
par  le  point  A  une  droite  AD  qui  soit  parallèle  à  PQ;  cette 
droite  AD  sera  la  sécante  demandée. 

Pour  mener  la  droite  PQ  de  mai^ère  qu'on  ait  QK  l 
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KP:  :  min,  on  mène  par  le  point  K  une  ligne  KR  paral- 
lèle à  OD,  et  on  prend  pour  RQ  la  valeur  donnée  par  la 
proportion  QRlORl'.mIn;  on  joint  ensuite  QK,  et  on 
a  la  ligne  demandée  PQ,  car  on  a  évidemment  QKlKP 

::qr:or:  :m:n. 

PROBukm. 

3i4.  Étant  données  trois  droites  AC,  GB  et  âB  dans  un  même 
plan,  on  propose  de  mener  une  transversale  HOK  qui  coupe 
ces  trois  droites,  de  telle  sorte  que  les  parties  interceptées 
HO  et  OK  soient  égales  à  des  droites  données  m  et  n. 

FiG.  256.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
HK  la  sécante  demandée,  on  aura,  d'après  Thypothèse, 
HO  =:metOR=n.  L'angle  HAO  étant  connu,  on  voit 
que  le  point  k  peut  être  regardé  comme  appartenant  au 
segment  capable  de  l'angle  HÂO  décrit  sur  la  ligne  HO 
=m;  de  même  l'angle  OBK  étant  connu,  le  point  B 
appartient  au  segment  capable  de  l'angle  OBK  décrit 
sur  la  ligne  0K=:  n. 

On  prendra  donc  sur  une  droite  indéfinie  une  longueur 
HO=m,  et  à  la  suite  une  longueur  OK=:n.  On  décrira 
au-dessus  de  OH  un  segment  capable  de  l'angle  HAO, 
et  au-dessous  de  OK  un  segment  capable  de  l'angle  OBK, 
on  mènera  ensuite  par  le  point  de  rencontre  O  de  ces  deux 
segments  une  corde  AB  telle,  que  sa  longueur  comprise 
entre  les  deux  segments  soit  égale  à  la  ligne  AB  qui  est 
donnée;  en  joignant  enfin  AH  et  KB,  ces  deux  lignes 
iront  concourir  en  un  point  C,  et  formeront  un  triangle 
ACB  égal  au  triangle  formé  parles  trois  droites  données. 
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PftdBLBUS. 

315.  Deux  circonférences  concentriques  étant  données,  on  pro- 
pose d'inscrire  dans  Tanneau  circulaire,  compris  entre  ces 
circonférences,  un  triangle  qui  soit  semblable  à  un  triangle 
donné. 

FiG.  257.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé  ;  prolongeons  le  c6té  ÂC  jus- 
qu'à sa  rencontre  avec  la  circonférence  extérieure  en  D; 
en  ce  point  menons  une  tangente  à  cette  circonférence, 
et  joignons  .BD.  I/angle  BDK  sera  égal  à  Tangle  C, 
comme  ayant  même  mesure. 

Or,  les  deux  circonférences  étant  concentriques,  il  en 
résulte  que  le  point  D  est  tout  à  fait  arbitraire.  Si  donc 
on  retranche  de  la  grande  circonférence  un  segment  ca- 
pable de  l'angle  C  par  la  corde  BD,  les  points  D  et  B 
seront  ceux  par  lesquels  passeront  deux  des  côtés  de  l'un 
des  triangles  demandés.  D'un  autre  cAté,  l'angle  BAD 
étant  le  supplément  de  l'angle  BAC  qui  est  donné,  et  son 
sommet  se  trouvant  sur  le  second  cercle ,  il  en  résulte 
que  l'intersection  de  ce  dernier  cercle  avec  le  segment 
décrit  sur  BD,  et  capable  du  supplément  de  l'angle  BAC, 
donnera  le  point  A.  Ayant  le  point  A,  on  le  joindra  an 
point  D,  et  on  déterminera  ainsi  le  point  C,  qu'on  join- 
dra enfin  au  point  B. 

On  aura  ainsi  le  triangle  demandé  ABC. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  problème  est  susceptible 

de  plusieurs  solutions  ;  car  chacun  des  angles  peut  se 

trouver  successivement  sur  la  circonférence  du  petit 

cercle. 

17 
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PROBLÈME. 

316.  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  on  pro- 
pose dlnscrire  au  système  un  triangle  semblable  à  un  trian- 
gle donné,  et  dont  chacun  des  sonunets  soit  sur  une  des  cir- 
conférences. 

FiG.  258.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé,  ce  triangle  sera  semblable  au 
triangle  donné.  Joignons  04,  OB  et  OC.  Prenons  sur 
la  direction  de  OÂ  un  point  M  quelconque,  et  menons 
par  ce  point  une  ligne  MN  parallèle  à  ÂB  et  une  ligne 
MP  parallèle  à  AC;  joignons  NP,  nous  obtiendrons  ainsi 
un  triangle  MNP  qui  sera  semblable  à  ABC,  et  par  con* 
séquent  au  triangle  donné. 

Cela  posé,  comme  AC  et  AB  sont  parallèles  à  MP  et  à 
MN,  on  aura  évidemment 

om:op::oa:oc  etOM:ON::OA:OB 

*  *  r  *  R 

..  f  ,  n. 

On  voit  donc  qu*on  connaît  le  rapport  des  distances 
du  point  O  aux  sommets  M  et  F,  ainsi  que  le  rapport 
des  distances  du  point  O  aux  sommets  M  et  N  du  trian- 
gle MNP. 

De  cette  analyse  résulte  la  construction  suivante  :  on 
construit  un  triangle  MNP  semblable  au  triangle  donné, 
on  construit  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs 
distances  aux  sommets  M  et  P  soient  dans  le  rapport 
donné  j^ ,  et  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs 
distances  aux  sommets  M  et  N  soient  dans  le  rapport 
donné  g»;  l'intersection  de  ces  deux  lieux  donne  le  point 
O.  On  joint  ce  point  aux  trois  sommets  du  triangle 
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MNP,  et  on  prend  sur  les  droites  OM,  ON,  et  OP  des 
distances  OA ,  OB  et  OC  respectivement  égales  aux 
rayons  r,  R'  et  R  des  circonférences  données.  Dn  point 
O  comme  centre ,  avec  ces  rayons ,  on  décrit  trois  cir- 
conférences concentriques,  et  enfin  on  joint  AB,  BC  et 
AC.  On  forme  ainsi  le  triangle  demandé  ABC. 

Corollaire.  Si  l'on  suppose  que  le  triangle  donné  soit 
équilatéral,  le  problème  proposé  peut  s'énoncer  ainsi  : 
étant  données  trois  circonférences  concentriques,  inscrire 
au  système  un  triangle  équilatéral  dont  les  sommets  se- 
llaient sur  ces  trois  circonférences. 

PROBLiMB. 

3i7.  Étant  données  deux  circonférences  qui  se  coupent,  0  et  1, 
en  propose  de  mener  par. un  des  points  d'intersection  une 
ligne  telle,  que  les  coides  interceptées  soiant  dans  un  rapport 
donné  iii:n. 

FiG.  259.  -~  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  la  ligne  demandée,  on  aura,  par  hypothèse,  AC; 
AB  :  :  min.  Tirons  les  diamètres  AH  et  A  R,  et  supposons 
qu'on  divise  le  diamètre  AH  au  point  K ,  de  manière 
qu'on  ait  AH;AR: '.min,  on  aura  par  suite  ACiAB:: 
AH IAK; déserte  que  si  Ton  joint  CH  et  BK,  ces  deux 
lignes  seront  parallèles ,  et  les  triangles  ACH  et  ABK 
seront  semblables.  Or,  le  triangle  ACH  est  rectangle  en 
C  ;  donc  le  triangle  ABK  est  rectangle  en  B  ;  donc  la  li* 
gne  BK  passe  par  le  point  R,  extrémité  du  diamètre  AR. 
Si  donc  on  joint  le  point  R  au  point  K  déterminé  comme 
BOUS  l'avons  dit,  cette  ligne  coupera  la  circonférence  O 
en  B,  et  en  joignant  ce  point  au  point  A,  on  tova  la  It*- 
gne  demandée  AC. 
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PBOBL&MS. 

318.  Étant  donné  un  triangle  ABC ,  et  an  point  S  situé  sur  le 
côté  BC,  on  propose  de  lui  inscrire  un  triangle  qui  soit  sem- 
blable à  un  triangle  donné  T,  et  qui  ait  pour  sommet  le 
point  S. 

FiG.  260.  —  Première  sohuion.  Supposons  le  pro- 
blème résolu,  et  soit  SHK  le  triangle  demandé,  ce  trian- 
gle sera,  par  hypothèse,  semblable  au  triangle  donné  T. 
Il  est  facile  de  voir  que  le  problème  sera  résolu  si  Ton 
peut  déterminer  l'inclinaison  du  côté  SH  sur  le  côté  BC  ; 
nous  allons  donc  chercher  à  connaître  l'angle  BSH.  Pour 
cela,  nous  menons  par  un  point  O,  pris  arbitrairement 
sur  SH,  une  ligne  OI  parallèle  à  HK,  et  par  les  points 
O  et  I  nous  menons  des  parallèles  aux  c6tés  AB  et  AC  du 
triangle  ABC.  Nous  formons  ainsi  un  triangle  MNV  sem- 
blable  à  ABC,  et  dans  lequel  est  inscrit  un  triangle  OIS 
semblable  à  HSK ,  et  par  suite  au  triangle  donné  T.  En 
comparant  ces  différents  triangles  on  a  OS:SH::IS: 
SK;  mai8  0S:SH::SM:SB  et  IS:SK::SN:SC,  on  a 

doncSM:SN::SB:sc. 

Cela  posé,  les  angles  OMS  et  SNI  sont  respective-- 
ment  égaux  aux  angles  B  et  C  du  triangle  ABC;  donc 
ils  sont  connus,  donc  le  point  M  est  situé  sur  le  segment 
capable  de  l'angle  B  décrit  sur  OS,  et  le  point  N  est  si* 
tué  sur  le  segment  capable  de  l'angle  C  décrit  sur  IS. 

Pour  achever  de  fixer  invariablement  la  position  des 
points  M  et  N,  il  faut,  par  le  point  S,  intersection  des 
deux  segments  dont  nous  venons  de  parier,  mener  une 
ligne  telle,  que  les  cordes  interceptées  SM  et  SIV  soient 
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entre  elles  dans  le  rapport  de  SB  et  SC  ;  ce  qu  on  sait 
faire  d'après  le  problème  précédent. 

On  peut  supposer  que  ce  qui  vient  d*étre  fait  sur  le 
triangle  OIS  le  soit  sur  le  triangle  donné  T,  auquel  OIS 
est  semblable  ;  par  ce  moyen  on  aura  un  angle  égal  à 
celui  que  forme  la  ligne  SH  avec  SB. 

FiG.  261 .  —  Deuxième  solution.  Par  le  point  S  tirons 
ane  droite  quelconque  SM ,  et  construisons  sur  cette  base 
un  triangle  SMIV  semblable  au  triangle  donné  T;  si  le 
point  N  tombe  sur  le  côté  ÂC ,  il  est  évident  que  le 
triangle  SMN  sera  le  triangle  demandé  ;  si  le  point  N  ne 
tombe  pas  sur  AC,  faisons  tourner  le  (riangle  SMN  au- 
tour du  point  S,  et  concevons  que  les  côtés  MN  et  SN 
croissent  dans  le  rapport  des  côtés  homologues  du  trian- 
gle T,  il  arrivera  nécessairement  qu'on  aura  un  trian- 
gle tel  qu'on  le  demande,  c'est-à-dire  semblable  à  T  et 
ayant  son  troisième  sommet  sur  ÂC.  Supposons  que  SHK 
soit  ce  triangle  ;  alors,  à  cause  de  la  similitude  des  trian- 
gles SMN  et  SHK,  on  aura  SM;SN::SH:SK.  D'un 
autre  côté,  l'angle  MSN  étant  égal  à  HSK,  si  l'on  en 
retranche  la  partie  commune  HSIN,  il  restera  l'angle 
MSH=NSK;  de  sorte  que  Si  l'on  joint  NK,  les  deux 
triangles  MSH  et  NSK  seront  semblables  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  Par 
conséquent,  l'angle  SMH  sera  égal  à  SNK.  Si  donc  on 
mène  par  le  point  N  une  Jigne  NK  qui  fasse  avec  SN  un 
angle SNK  égal  à  l'angle  SMH,  qui  est  connu,  on  aura 
le  point  K.  En  joignant  ce  point  au  point  S,  et  en  con- 
struisant sur  SK  un  triangle  semblable  à  T,  ce  triangle 
sera  le  triangle  demandé. 
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PROBLÊMB. 

3i9.  Étant  donnés  deux  quadrilatères  quelconques,  on  propose 
de  circonscrire  au  plus  petit  PQRS  un  quadrilatère  semblable 
au  plus  grand. 

FiG.  fi63.  — Supposons  le  problème  résola,  et  soit 
ABCD  UD  quadrilatère  circonscrit  à  PQRS  et  semblable 
àii  gràtid  quadrilatère  donné.  Désignons  par  a,  p»  7  et  d 
les  angles  de  ce  dernier  quadrilatère. 

Il  é6t  évident  qoe  les  sommets  A,  B  et  D  du  quadri- 
latère ABCD,  se  trouvent  sur  des  arcs  de  Segments  capa- 
bles des  angles  a,  p  et  d,  et  décrits  respectivement  sur 
lès  cétés  PQ,  QR  et  PS  du  quadrilatère  PQRS.  De  plus, 
iè  c6té  ÂB  doit  passer  par  le  sommet  Q,  et  le  cété  AD 
par  le  sommet  P.  La  difficulté  consiste  donc  à  détermi- 
ner le  point  A  où  ces  dent  côtés  tiennent  se  couper  sur 
Tare  PAQ  ;  car  alors  le  problème  serait  évidemment  ré- 
solu. 

APD  étant  la  direction  du  cAté  At),  si  Ton  joint  AK 
et  DK,  on  formera  un  triangle  AKD,  qui  sera  semblable 
à  tous  les  triangles  tels  que  MKN,  ayant  pour  sommet 
le  même  point  K ,  et  pour  base  une  sécante  telle  que 
MN,  passant  par  le  même  point  P;  car  les  angles  en  A 
et  M,  en  D  et  N  sont  égaux  comme  ayant  même  me- 
sure; PK.  Le  rapport  de  AK  à  AD  est  donc  constant, 
et  il  est  facile  de  voir,  en  prenant  pour  MPN  la  sécante 
maximum  qui  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres  des 
segments  décrits  sur  PQ  et  PS,  que  ce  rapport  est  égal 
au  rapport  du  rayon  du  cercle  PAQ  à  la  distance  des 
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centres  des  deux  segments  dont  nous  venons  de  parler. 
On  aura  donc  AK^  AD:  '.r^d.  On  prouverait  de  la  même 
manière  qu'on  a  AHlABi'.r^cf.  En  divisant  ces  deux 
proportions  terme  à  terme,  il  vient  ^u  I  $6  •  •  ^  *  r  î  ^'<^^ 
on  tire  jf5=g  X  jS»  ®t  comme  le  rapport  Jq  est  connu, 
puisqu'il  est  égal  au  rapport  des  côtés  homologues  à  AD 
et  ÀB  dans  le  plus  grand  des  deux  quadrilatères  donnés, 
ii  en  résulte  qu'on  peut  regarder  le  rapport  de  AK  à  ^H 

eomme  déterminé.  Repré9eDtoo9«-le  par  ?,  on  aura 

âk m 

a — n- 

Gela  posé,  comme  les  deux  points  H  et  K  de  la  cir- 
conférence PAQ  sont  connus,  il  s'ensuit  que  si  l'on  con«^ 
struit  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs  dis<- 
tances  aux  points  K  et  H  soient  entre  elles  comme  m  I  n^ 
l'intersection  de  ee  lieu  avec  l'arc  FAQ  donnera  le 
point  A. 

Il  y  aura  deux  solutions  qui  répondront  à  la  question, 
et  comme  on  peut  prendre  pour  c6té  correspondant  à  un 
des  angles  a,  p,  7,  ^,  successivement  chacun  des  quatre 
côtés  du  quadrilatère  PQRS,  le  problème  aura  généra- 
lement huit  solutions. 

Scolie.  Si  l'on  voulait  inscrire  dans  le  plus  grand  des 
deux  quadrilatères  un  quadrilatère  semblable  au  petit, 
on  prendrait  un  quadrilatère  semblable  au  petit ,  on  y 
circonscrirait  un  quadrilatère  semblable  au  grande  puis 
enfin  on  ferait  une  figure  semblable  à  celle-ci  et  dans 
laquelle  le  quadrilatère  circonscrit  serait  semblable  au 
plus  grand  des  deux  quadrilatères  donnés. 
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PROBL&m. 

520.  Par  un  point  donné  Â,  pris  sur  le  plan  d'un  cercle  donné, 
mener  une  sécante  telle,  que  la  corde  interceptée  sous-tende 
un  arc  qui  soit  la  mesure  d'un  angle  donné  «. 

FiG.  263.  — Supposons  le  problème  résolu,  l'arc  BC 
sera  la  mesure  de  l'angle  donné  ;  or,  si  Ton  prend  un 
point  ]V(  quelconque  de  la  circonrérence,  et  si  en  ce  point 
on  inscrit  un  angle  M  égal  à  l'angle  donné ,  l'arc  PQ, 
compris  entre  les  côtés  de  cet  angle,  sera  la  mesure  de 
l'angle  M  ou  a,  et  par  conséquent  sera  égal  à  l'arc  BC  ; 
donc  la  corde  PQ  sera  égale  à  la  corde  BC.  Il  suffira  donc 
de  mener  par  le  point  A  une  sécante  telle,  que  la  partie 
comprise  soit  égale  à  PQ  ;  c'est  un  problème  qu'on  sait 
résoudre. 

PROBLÈME. 

32i.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  le  plan  d*un  cercle, 
on  propose  de  trouver  sur  la  circonférence  de  ce  cercle  un 
point  C  tel,  qu'en  le  joignant  aux  points  A  et  6  par  les  deux 
sécantes  CA  et  CB,  la  corde  d'intersection  PQ  soit  parallèle  i 
une  droite  donnée  KH. 

FiG.  264.  —  Supposons  le  problème  résolu ,  PQ  sera 
parallèle  à  KH.  Par  le  point  Q  menons  QR  parallèle  à 
la  droite  AB,  et  joignons  BP;  l'angle  PRQ  sera  égal  à 
PSA  comme  alternes  internes;  or,  PRQ  =:  l'angle  ACB 
comme  inscrit  dans  le  même  segment  PQ;  donc  l'angle 
PSA  =  ACB.  D'aiHeur&,  les  deux  triangles  PSA  et  ACB 
ont  l'angle  A  commun  ;  donc  ils  sont  semblables  et  don- 
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nent  la  proportion  AS:AC::\P:âB;  d'où  od  tire  US 

XAB  =  ACXAP=AM,  ouALB:AM::àM:AS. 

Cette  relation  nous  permettra  de  déterminer  AS,  et 
par  conséquent  la  position  du  point  S  peut  être  regardée 
comme  fixée.  D'ailleurs,  l'arc  RP  est  la  mesure  du  dou- 
ble de  l'angle  RQP,  c'est-à-dire  du  double  de  l'angle  a 
formé  par  la  droite  donnée  KH  avec  la  droite  AB  ;  la 
question  est  donc  ramenée  à  mener  par  le  point  S  une 
sécante  telle,  que  la  corde  interceptée  sous-tende  un  arc 
qui  sort  la  mesure  d'un  angle  donné  2a;  c^est  le  problème 
que  nous  venons  de  résoudre. 


THÉORÈMS. 
♦ 
92$.  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d*un 
polygone  régulier  sur  un  des  côtés,  est  égale  au  rayon  du 
cercle  inscrit  multiplié  par  le  nombre  des  côtés  du  poly- 
gone. 

FiG.  265.  —  Soit  ABCDEF  un  polygone  régulier;  si 
d'un  angle  A  on  mène  des  diagonales  aux  autres  angles, 
le  polygone  sera  partagé  en  triangles  qui  auront  leurs 
sommets  au  point  A,-  et  pour  bases  les  côtés  du  polygone. 
Nous  allons  démontrer  que  chacun  de  ces  triangles  équi* 
vairt  à  un  triangle  qui  aurait  le  côté  ^AB  pour  base  et 
son  sommet  à  l'un  des  angles  du  polygone,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  pour  hauteur  la  perpendiculaire  abais* 
sée  de  ce  sommet  sur  le  côté  AB. 

Considérons,  par  exemple,  le  triangle  ADC,  il  équi- 
vaut à  un  triangle  qui  aurait  même  base  AD  et  même 
hauteur;  or,  le  polygone,  par  sa  nature,  étant  inscrip- 
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tiblè  dans  un  cercle ,  chaque  côté  est  une  corde  égalé 
dans  ce  cercle,  par  conséquent  les  lignes  menées  par 
les  extrémités  de  ces  cordes,  de  manière  à  les  laisser 
d'un  même  côté,  sont  parallèles  ;  d*où  il  suit  que  CB  est 
parallèle  à  AD  ;  par  conséquent  les  triangles  ACD  et 
ÂBD  sont  équivalents  ;  or,  le  triangle  ABD  peut  être 
considéré  comme  ayant  pour  base  AB,  et  pour  sommet 
le  point  D.  On  prouverait  de  la  même  manière  que  le 
triangle  ADE  est  équivalent  au  triangle  ABE,  qui  a  AB 
pour  base  et  pour  sommet  le  point  £«  et  que  le  triangle 
AEF  est  équivalent  au  triangle  ABF,  dont  la  base  est 
AB,  et  le  sommet  F. 

On  voit  donc  que  si  l'on  désigne  par  p,  p,  p",  fT  les 
perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  le  côté  AB, 
l'aire  du  polygone  qui  se  compose  de  celles  des  différents 
triangles  dans  lesquels  on  Ta  décomposé,  sera  exprimée 
par  JAB  (p+p +/+?'",  etc.).  Or,  l'aire  du  même 
polygone  est  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  inscrit 
multiplié  par  la  somme  des  côtés;  et  comme  ils  sont  égaux 
entre  eux,  leur  somme  sera  n.  AB,  n  désignant  leur  nom* 
bre,  l'aire  du  polygone  pourra  donc  être  exprimée  par 
1  fi.  AB  X  R  ;  ainsi  on  aura  l'égalité  \  AB  (p  +p'+p''+ 
j>'",etc.)  =  i  AB  X  nR;  d'où  l'on  tirep+jp'-h/-!-!)'^,  etc. 
=11.  R;  c.  {.  /.  ci. 

THÉOREMB. 

525.  Si  d'un  point  quelconque,  pris  dans  Tintérieur  d*un  poly- 
gone dont  les  côtés  sont  égaux ,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  tous  les  côtés,  la  somme  de  ces  perpendiculaires 
est  une  quantité  constante. 

En  effet,  si  l'on  joint  un  point  quelconque  pris  dans 
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riûtérieur  du  polygone  à  tous  les  sommets,  on  partage 
ce  polygone  en  autant  de  triangles  qull  y  a  de  côtés; 
chacun  de  ces  triangles  a  pour  mesure  la  moitié  du  pro- 
duit de. sa  base  par  sa  hauteur,  et  comme  on  suppose 
tous  les  côtés  égaux,  la  somme  de  tous  ces  triangles  sera 
égale  à  la  moitié  du  produit  de  Tun  des  côtés  par  la 
somme  des  hauteurs  ou  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  intérieur  sur  les  côtés  ;  comme  le  résultat  est 
toujours  le  même  en  quelque  endroit  que  soit  pris  le  point 
intérieur,  il  en  résulte  que  la  somme  des  perpendicu- 
laires abaissées  d'un  point  situé  au  dedans  du  polygone 
sur  les  côtés,  est  une  quantité  constante. 

Si  le  polygone  est  régulier,  on  voit  que  la  somme  de» 
perpendiculaires  abaissées  d'un  point  intérieur  sur  tous 
les  côtés,  est  égale  au  rayon  du  cercle  inscrit  multiplié 
par  le  nombre  des  côtés. 

PEOBUÈMB. 

S24.  Étant  donné  un  cercle  G,  une  droite  AS  et  un  point  À  si- 
tué sur  Icctie  droite,  on  propose  de  décrire  un  autre  cercle 
qui  touche  cette  droite  au  point  Â ,  et  qui  coupe  le  cercle 
donné  sous  un  angle  donné  «. 

FiG.  266.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
cercle  OA  le  cercle  demandé.  Si  au  point  B,  où  il  coupe 
le  cercle  donné,  on  mène  les  tangentes  BH  et  BK,  ces 
tangentes  formeront,  par  hypothèse,  un  angle  HBK,  égal 
à  Tangle  donné  a.  Si  donc  on  inscrit  dans  le  cercle  don- 
né C  une  corde  MN  qui  retranche  de  ce  cercle  un  seg- 
ment capable  de  contenir  l'angle  a,  ou  son  supplément, 
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et  qu'on  décrive  dn  centre  C,  avec  un  rayon  égal  à  sa 
distance  au  centre ,  une  circonférence ,  la  tangente  BR 
touchera  cette  circonférence  en  un  point  I  ;  mais  on 
a  PB=::PA  comme  tangentes  menées  du  même  point  B 
à  la  circonférence  O  ;  par  conséquent  si  Ton  prend  AV 
==  BI=:la  moitié  de  la  corde  MN,  et  si  l'on  tire  IV,  on 
aura  un  triangle  PIV  qui  sera  isocèle  et  qui  donnera 
l'angle  PV1  =  PI  V.  Si  donc  on  conçoit  lY  prolongé  jus* 
qu  à  la  rencontre  de  la  circonférence  en  R,  on  aura,  en 
joignant  RC,  l'angVî  CRI  égal  au  complément  de  PYI, 
puisque  l'angle  CRI  est  égal  à  CIR  qui  est  le  complé- 
ment de  PIV  ou  de  PVI.  Ainsi,  en  prolongeant  RC 
jusqu'à  la  rencontre  de. la  droite  donnée  en  S,  on  aura 
un  triangle  rectangle  RSV.  Le  point  R  sera  donc  déter- 
miné par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  cir- 
conférence donnée  C  sur  la  droite  donnée.  £n  joignant 
le  point  R  au  point  V,  qu'on  a  déjà  déterminé  en  prenant 
AV=^,  on  aura  le  point  I,  et  par  suite  la  tangente 
PIK.  On  aura  donc  en6n  le  centré  O  du  cercle  demandé, 
puisqu'il  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la  perpendiculaire 
élevée  par  le  point  A  sur  la  droite  donnée,  et  sur  la  ligne 
qui  divise  l'angle  IPV  en  deux  parties  égales,  ou  ce  qui 
revient  au  même,  sur  la  perpendiculaire  élevée  sur  le 
milieu  de  ÎV. 

Il  faut  remarquer  que  la  perpendiculaire  élevée  sur 
la  droite  donnée  parle  point  A,  déterminera,  avec  celle 
qu'on  élèverait  sur  le  milieu  de  VF,  le  centre  d'un  au- 
tre cercle  qui  remplira  les  conditions  requises.  Il  y  aura 
par  conséquent  dei|\  solutions. 
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PROBLÈMB. 

385.  Étant  donnés  deux  cercles  0  et  C,  avec  un  point  A  pris  sur 
Pun  d*eux,  on  propose  d'en  décrire  un  qui  passe  par  ce  point 
et  qui  coupe  les  deux  cercles  donnés  sous  des  angles  donnés 
«  et  ^ 

FiG.  267.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  I  le 
cercledemandé.  Au  point  Â  menonsau  cercle  Cla  tangente 
AH,  et  au  cercle  demandé  I  la  tangente  ÂK;  ces  deux 
tangentes  formeront,  par  hypothèse,  un  angle  égal  &  a. 
Si  donc  on  mène  au  point  A  une  droite  AK  faisant  avec 
la  tangente  AH,  qui  est  connue,  un  angle  a,  le  problème 
est  ramené  à  décrire  un  cercle  qui  touche  AK  au  point 
A,  et  qui  coupe  le  cercle  O  sous  un  angle  donné  |3  ;  c'est 
le  problème  résolu  précédemment. 

Comme  on  peut  mener  la  ligne  AK  aussi  bien  au-des- 
sus qu'au-dessous  de  AH ,  on  voit  qu'il  y  aura  quatre 
cercles  qui  satisferont  à  la  question ,  puisqu'il  y  en  a 
deux  pour  chacun  de  ces  deux  cas. 

PROBLÉIIB. 

326.  D'un  point  donné  A  on  mène  à  un  oercle  donné  C  des 
droites  que  Ton  divise  en  deux  parties,  dans  le  rapport  donné 
de  tn  à  A,  et  on  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  des 
points  de  division. 

F^G.  268.  —  Soit  K  le  point  de  division  d'une  sécante 
quelconque  AB  tel,  qu'on  ait  AK:KB::fii:n,  ou  AK; 
AK  +  KB  ou  AB::m:m4-n.  Joignons  AC,  CB,  et 
par  le  point  K  menons  KO  parallèle  à  CB,  nous  aurons 
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AK:\B::A0:AC  et  AK:AB:;0K:CB;  par  suite  il 
viendra  AOlAC: :m;m+n  et  OKiCB: :m:m+n. 

La  première  de  ces  denx  proportions  sert  à  détermi- 
ner la  position  du  point  0,  et  la  seconde  fournit  la  va- 
leur de  la  distance  OK. 

Il  résulte  de  cette  analyse  la  construction  suivante  : 
on  joint  le  point  donné  A  au  centre  du  cercle  donné,  on 
divise  cette  distance  en  deux  parties  dans  le  rapport 
donné.  Par  le  centre  C  on  mène  un  rayon  quelconque 
CB,  par  le  point  O  de  division  on  mène  OK  parallèle  i 
ce  rayon,  et  du  point  O  comme  centre,  avec  OK  pour 
rayon,  on  décrit  une  circonférence  qui  est  le  lieu  de* 
mandé. 

PROBLÂMB. 

327.  On  donne  sur  un  plan  une  circonférence,  et  trois  angles 
droits  ayant  même  sommet  0  ;  on  propose  de  trouver  sur  la 
circonférence  un  point  A  tel,  que  la  somme  des  carrés  de  ses 
distances  aux  six  droites,  qui  forment  les  trois  angles  donuéi» 
soit  égale  à  un  carré  donné  K*. 

FiG.  269.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  A 
le  point  demandé  ;  de  ce  point  abaissoiys  des  perpendicu- 
laires sur  les  côtés  des  trois  angles  donnés,  et  soient 
p,  f\  9,  9,  r,  r  les  longueurs  de  ces  perpendiculaires  ; 
on  aurad*abordy  d'après  l'hypothèse  p*  4- p'^  +  jf'+î* 
r*4-r*  =  K*  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  chaque  cou- 
ple (p,  p'),  (},  g),  (r,  r)  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  A,  forme  avec  les  côtés  des  angles,  sur  lesquels 
elles  sont  abaissées ,  trois  rectangles  ayant  pour  diago- 
nale commune  la  distance  AO  qui  sépare  le  sommet  de 
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l'angle,  du  point  cherché;  on  aura  doncj!>*+p'*=ALO; 


—2 


}*4-î*=à0;  r*+r  *=AO.  En  ajoutant  ces  trois  éga- 
lités membre  à  membre,  il  vientp*4-p'*+S[*+ç *+r*+ 

r*=3AÔ,  et  par  suite  on  aura  3AÔ=:K%ouAÔ:K* 

::i;3. 

La  distance  AO  est  donc  le  cdté  d'un  carré  qui  est  au 
carré  donné  K'  dans  le  rapport  de  1  à  3.  On  pourra  donc 
•construira  AO  et  déterminer  le  point  A  par  T intersec- 
tion de  la  circonférence  donnée  avec  la  circonférence 
qu'on  décrira  du  point  O  comme  centre,  avec  AO  pour 
rayon. 

Corollaire.  La    valeur  de  AO,  tirée  de  la  relation 

—2 

3  AO  =  K*,  c'est-à-dire  AO  =  ~ ,  est  le  rayou  du  cer- 
cle circonscrit  au  triangle  équilatéral  dont  K  est  le 
côté. 

PROBLÈME. 

528.  Par  le  point  d'intersection  A  de  deux  circonférences  don- 
nées, mener  une  corde  commune  BAC  telle,  que  le  rectan- 
gle fait  sur  une  partie  de  la  corde  comprise  dans  l^une  des 
circonférences,  et  une  ligne  donnée  m,  plus  le  rectangle  fait 
sur  Tautre  partie  de  la  corde,  et  une  autre  ligne  donnée  n, 
soit  égal  à  un  carré  donné  p*. 

Fi6.  247.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
BAC  la  corde  cherchée  ;  par  hypothèse  on  a  m.  AB  +  n. 
AC=jî*.  Du  point  A  menons  dans  les  deux  circonférences 
les  diamètres  AD  et  AE,  et  joignons  BD  et  CE;  les  an- 
gles en  B  et  en  C  seront  droits  comme  inscrits  dans  des 
demi-circonférences,  et  par  conséquent  les  lignes  BD  et 
CE  seront  parallèles. 
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Divisons  ie  diamètre  4D  au  point  F  en  deux  parties 
telles,  que  Ton  ait  AD:.\F::n:m,  et  du  point  F  abais- 
sons FG  perpendiculaire  sur  ÀB;  la  ligne  FG  sera  pa- 
rallèle à  BD,  et  onaura  AB:AG::AD:âF;  d'où  il  suit 
AB:  AG:  :n:m,  et  par  conséquent  m.  AB=n.  AG. 

En  mettant  cette  valeur  de  m.  AB  dans  l'égalité  qu*on 
a  par  hypothèse,  cette  égalité  devient  n.  AG  +  n.  AC 
=p%  ou  n(AG-f-AC)=p%  ou  nGC=p*;  d'oùGC=Ç. 
La  ligne  GC  est  donc  une  troisième  proportionnelle  aux 
deux  lignes  données  n  et  p,  et  par  conséquent  GC  est 
connu.  Joignons  maintenant  FE,  et  par  le  point  F  menons 
FQ  parallèle  à  BC ,  nous  obtiendrons  ainsi  le  triangle 
rectangle  FEQ  dans  lequel  nous  éonnaissons  l'hypothé- 
nuse  FE  et  le  côté  FQ=GC.  De  làrésulte  la  construction 
suivante:  du  point  A  menez  dans  les  deux  circonférences 
les  diamètres  AD  et  AE  ;  partagez  AD  de  telle  sorte  que 
AD:  AF:  :n:m/  joignez  FE,  sur  FE,  comme  diamètre, 
décrivez  une  demi-circonférence  ;  du  point  F  comme  cen- 
tre, avec  un  rayon  égal  à  la  troisième  proportionnelle 
entre  n  et  p,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  demi- 
circonférence  décrite  sur  FE  en  Q;  joignez  EQ,  et  pro- 
longez cette  ligne  jusqu'en  C  ;  tirez  CAB,  ce  sera  la  droite 
demandée. 

Dans  le  cas  où  n^=im^  ou  n^i-'^my  on  retombe  sur 
des  problèmes  connus. 
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PROBLÂMB. 

529.  Étant  donné  un  point  M  dans  un  angle  A,  irouTer  sur  les 
côtés  de  cet  angle  deux  points  N  et  P  tels,  qu'en  les  joignant 
au  point  M  on  forme  un  triangle  MNP  semblable  à  un  trian- 
gle donné  DRH. 

FiG.  312.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soient 
N  et  P  les  deux  points  demandés,  le  triangle  MNP  sera 
semblable  à  DRH.  Joignons  le  sommet  M  au  point  A, 
et  faisons  au  point  K  Tangle  DKO=:NMA,  prenons  de 
plus  KOy  de  manière  qu'on  ait  MN:DK::AM:KO,  le 
triangle  JlMN  sera  alors  semblable  à  DKO  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  cétés  proportionnels  ;  dope 
l'angle  DOKsNâM;  donc  le  point  0  appartient  au 
segment  capable  de  Tangle  connu  NAM,  décrit  sur  DK 
comme  corde. 

De  la  siroilitude  des  triangles  MNP  et  DRH,  ANM  et 
DKO,  il  résulte  évidemment  que  Fangle  AMP=ORH, 
et  qu'on  a  la  proportion  MP:KH::AM:KO;  donc  le 
triangle  AMP  est  semblable  à  ORH  ;  donc  l'angle  ROH 
=MAP  ;  donc  le  point  O  appartient  au  segment  capable 
de  l'angle  connu  MAP,  décrit  sur  KH  comme  corde. 

Le  point  O  est  donc  parfaitement  déterminé,  puis- 
qu'il se  trouve  sur  deux  circonférences  que  l'on  peut  con- 
struire. 

De  cette  analyse  résulte  la  construction  suivante  :  sur 
DRetKH  on  décrit  deux  segments,  l'un  capable  de  l'an- 
gle MAN,  l'antre  capable  de  Fangie  MAP;  on  joint  le 
l)ointO  d'intersection  de  ces  deux  segments  aux  points 
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D,  K  et  H  ;  on  prend  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  donné 
A  des  distanœs  AN  et  AP  telles,  qu'on  ait  OK:  AM:  : 
0D:AN,  ...  OK:AM::OH:AP,  on  joint  les  pointsM, 
N  et  F  par  des  droites,  et  on  obtient  ainsi  le  triangle 
MNP  (|ui  est  semblable  &  DKH  ;  il  est  facile  de  le  dé- 
montrer* 

PROBLÈME. 

330.  GoDstruire  un  triangle  rectangle  équiyalent  à  un  trapèase 
donné  ÂBGD ,  et  qui  ait  un  des  côtés  de  l'angle  droit  égal  à 
Tun  des  côtés  parallèles  BG,  AD  de  ce  trapèze. 

FtG.  313.  —  Supposons  lé  problème  résolu,  et  soit 
BCH  le  triangle  rectangle  demandé.  Tirons  la  diagonale 
AG  du  trapèze^  par  le  sommet  D  menons  DK  parallèle 
à  AG  jusqu'à  la  rencontre  de  AB  prolongé  ;  joignons 
GK,  nous  obtiendrons  ainsi  un  triangle  BCK  qui  sera 
équivalent  au  trapèze,  et  par  suite  au  triangle  rectangle 
BGH;  mais  les  deux  triangles  BCK  et  BCH  ont  même 
base  BG  ;  donc  ils  doivent  avoir  même  hauteur;  donc 
le  point  H  se  trouve  sur  une  parallèle  à  BG  menée  par  le 
point  K. 

De  là  cette  construction  :  faire  un  triangle  BGK  équi- 
valent au  trapèze  donné,  mener  par  le  point  K  une  pa- 
rallèle à  BC ,  élever  au  point  G  une  perpendiculaire 
sur  BG  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  parallèle,  et  join- 
dre BH. 

Le  problème  est  toujours  possible.  On  obtiendrait  un 
second  triangle  BGI  qui  satisferait  à  la  question,  en  me- 
nant par  le  point  B  Ane  perpendiculaire  BI  à  BG,  et  en 
joignant  IG. 
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PROBLÈVB. 

S3i.  Étant  donné  im  angle  droit  AOB ,  on  propose  de  le  diviser 
en  trois  parties  égales. 

FiG.  970.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AOG  le  tiers  de  Tangle  droit.  Du  sommet  0  comme  cen-* 
tre,  avec  nn  rayon  arbitraire ,  décrivons  une  circonfé- 
rence i  joignons  enâoite  la  ligne  BG,  et  prolongeons-la 
jusqu'à  la  Rencontre  avec  OA  en  K  ;  puisque,  par  hypo- 
thèse, l'angle  AOG  est  le  tiers  de  l'angle  droit,  il  s'en^ 
suit  que  l'angle  COB  est  égal  à  |  d'angle  droit.  D'ail-* 
leurs,  la  somme  des  angles  du  triangle  BOO  est  égale  à 
dent  droits;  donc  il  reste  pour  la  somme  des  angles 
OBC  et  0GB,  3'  moins  |^  c'est-à-dire  |^  et  comme 
ces  angles  sont  égaux,  puisque  le  triangle  BOG  est  iso- 
cèle, il  en  résulte  que  chacun  d'eux  est  égal  à  l^.  Le 
triatiglé  BOC  est  donc  équilatéral,  et  par  conséquent 
BC=OA.  Le  triangle  OGK  est  aussi  équilatéral,  car 
l'angle  0CK  =  2*— !=î*,  l'angle  COK=i';  d'où  il 
suitGKO=|,  et  par  conséquent  OC=:CK. 

Il  résulte  de  cette  analyse  la  construction  suivante  : 
du  sommet  de  l'angle  droite  avec  un  rayon  arbitraire,  oh 
décrit  un  arc  de  cercle,  on  porte  sur  cet  arc  le  rayon  ;  le 
reste  dé  l'arc,  compris  entre  les  côtés  de  l'angle,  est  le 
tiers  de  l'arc  total. 

PROBLÈME. 

38t.  Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  la  trisection 
de  l'angle. 

Fm.  m.  «^  Soit  AOB  un  angle  quelconque  dont  le 
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tiers  est  AOK.  Du  sommet  O  comme  centre,  avec  un 
rayon  arbitraire,  décrivons  une  circonférence,  et  par  le 
point  K  menons  KH  parallèle  à  OA.  Joignons  le  point 
H  où  cette  parallèle  rencontre  la  circonférence  au  point 
B,  et  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  la  rencontre  de 
OA  en  G. 

La  ligne  KH  étant  parallèle  a  AO,  il  en  résulte  que 
l'arc  HD =AK,  et  par  suite  que  l'angle  HOD  =  AOK  ; 
mais  l'angle  AOK  est,  par  hypothèse,  le  tiers  de  AOB; 
donc  HOD  =^.  D'ailleurs,  les  angles  HCO  et  BHK 
sont  égaux  comme  correspondants,  et  l'angle  inscrit  BHK 
est  la  moitié  de  l'angle  au  centre  correspondant  BOK  ; 
donc  l'angle  HCO=^,  et  par  suite  on  a  HCO=HOD. 
Le  triangle  HCO  est  donc  isocèle,  et  on  a  HG=OH. 

Le  problème  de  la  trisection  de  l'angle  se  réduit  donc 
à  mener,  par  l'une  des  extrémités  B  de  l'arc  qui  lui  sert 
de  mesure,  une  sécante  BHC  telle,  que  la  partie  HC  de 
cette  sécante,  comprise  entre  la  circonférence  et  le  cAté 
AOde  l'angle,  soit  égale  au  rayon  de  la  circonférence. 

Ce  problème  ne  peut  pas  être  résolu  à  l'aide  de  la  règle 
et  du  compas;  mais  on  peut  obtenir  une  solution  au  moyen 
d'une  courbe  particulière  qu'il  est  facile  de  construire  par 
points  et  qui  porte  le  nom  de  conchoïde  de  Nicomède. 

Voici  comment  on  construit  cette  courbe.  Par  le  point 
B  on  mène  différentes  sécantes  telles  que  BHC.  On  prend 
sur  ces  différentes  sécantes,  à  partir  des  points  où  elles 
rencontrent  le  côté  AO  de  l'angle ,  des  distances  CH , 
GH'  égales  au  rayon  du  cercle,  tant  au-dessus  qu'au- 
dessous  de  AO.  On  joint  entre  eux  tous  les  points  H 
ainsi  que  tons  les  points  H",  et  on  obtient  deux  branches 
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de  courbes  qui  constituent  la  conchoïde.  L'intersection 
de  cette  conchoïde  avec  la  circonférence  fournit  le  point 
H  par  lequel  il  faut  mener  une  parallèle  à  AO  pour  avoir 
le  point  K. 

PROBLÈME. 

333.:Par  deux  points  donnés  A  et  B,  faire  passer  un  cercle  tel, 
que  la  tangente  menée  à  ce  cercle,  par  un  troisième  point 
donné  C,  soit  égale  à  une  longueur  donnée  c. 

FiG.  272.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  0 
le  centre  du  cercle  demandé.  Joignons  le  point  C  au  point 
A,  et  par  le  point  C  menons  au  cercle  la  tangente  CK, 
cette  tangente  sera ,  par  hypothèse,  égale  à  c.  En  vertu 

—2 

d'un  théorème  connu  on  aura  CH  X  CA  =  CK  ;  d'où 
CH=§r=â-  Cette  relation  nous  permettra  de  déter- 
miner le  point  H  en  cherchant  une  troisième  proportion* 
nelle  aux  lignes  données  G  A  et  c. 

Le  point  H  une  fois  déterminé,  on  n'aura  plus  qu  a 
faire  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  A, 
BetH. 

PROBLÈMK. 

554.  Par  un  point  donné  A,  foire  passer  uu  cercle  tel,  que  les 
tangentes  menées  à  ce  cercle  par  deux  autres  points  donnés 
B  et  G  soient  égales  à  des  longueurs  données  b  et  c. 

FiG.  273.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
OA  le  cercle  demandé;  Par  les  points  B  et  G  menons  à 
ce  cercle  les  tangentes  BQ  et  CP,  les  triangles  rectan- 
gles BOQ  et  COP  donneront  OB=&'  +  R%  OC  =  c' 
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+R',  et  en  retranchant  ces  deux  égalitép 

membre,  il  viendra  OB — 0C=6* — c*=zm^.  Le  point 
0  est  donc  tel ,  qne  la  différence  des  carrés  de  ses  dis- 
tances aux  deux  points  B  et  C  soit  égale  à  un  carré  donné 
m'  ;  donc  si  à  partir  du  milieu  de  la  droite  BC  on  prend 
sur  cette  droite  une  distance  égale  à  ^,  et  que  par  l'ex- 
trémité de  cette  distance  on  élève  une  perpendiculaire 
sur  BC,  elle  passera  par  le  point  O.  De  plus,  enjoignant 

BA,  on  a  la  relation  BH  X  BA=BQ=&\  ce  qui  pei^ 
met  de  déterminer  le  point  H.  On  prendra  donc  le  milieu 
de  AH,  par  ce  point  on  élèvera  une  perpendiculaire  sur 
AH ,  et  l'intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  la 
première  donnera  le  point  O,  centre  du  cercle  demandé, 
qu'il  sera  alors  facile  de  décrire. 

PROBLÈlfE. 

355.  Étant  donnés  trois  points  A ,  B  et  C ,  on  propose  de  traoep 
une  circonférence  telle,  que  les  tangentes  menées  de  ces  trois 
pointsà  cette  circonférence  soient  respectivement  égales  idef 
longueurs  données  a,  b  et  c. 

FiG.  274.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  0 
if  centre  du  cercle  demandé,  et  H  son  rayon  inTconnu. 
Par  les  trois  points  A,  B,  C  menons  à  ce  cercle  des  tan- 
gentes AH,  BK  et  CI,  nous  obtiendrons  ainsi  les  trian- 
|;les  rectangles  AOH,  BOK  et  COI,  qui  fourniront  les 

tvDÎsrelattQii»  suivantes  :AÔ=a* +11%  BÔ=^*-t-R% 
C0;:;3«t  +  RV 
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Kn  Fetranphwt  m^mbrq  à  qiembre  la  seconde  de  la 

première,  et  la  troisième  de  la  seconde^  il  vient  AO — 

BO*— a»— 6«=|)«etP0— C0=6*— c'=î«.  Lepoiat 
0  est  donc  Tiq^ersection  ({4  {jp|i  géométrique  dep  pointf^ 
tels,  que  la  différence  des  carrés  de  leurs  distances  aux 
points  A  et  B  soit  égale  à  p*,  avec  le  lieu  géométrique 
des  points  tels,  que  la  différence  des  carrés  de  leurs  dis- 
tances aux  deux  points  B  et  G  soit  égale  à  9*.  Ces  deux 
lieux  sont  deux  perpendiculaires  élevées  Tune  sur  AB> 
et  l'autre  sur  BC,  et  à  des  distances  des  milieux  dp  ces 
droites,  respectivement  égales  à  5^5  et  à  j^L.  Le  point  O 
étant  ainsi  déterminé,  le  rayon  du  cercle  demandé  sera 

donné  par  la  relation  AO=a'+R';  d'où  R»=;AO-r 
a*  ;  ce  §efa  par  conséquent  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit 
4'un  triangle  rectangle  dans  lequel  ri)ypothéniasQ  serait 
AO,  et  l'autre  côté  de  l'angle  droit,  la  ligne  donnée  a. 

PROBLâMI. 

336.  Étant  donnée  deux  points  A  et  B  et  une;  droite  PQ,  on  pro- 
pose de  trouver  sur  cette  droite  un  point  tel,  que  la  somme 
de  ses  distances  aux  deux  points  donnés  À  et  B  soit  un  mi- 
mmum* 

PiG.  275.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  O 
le  point  demandé,  la  somme  des  distances  AO  et  OB 
sera,  par  hypothèse,  un  minimum.  Or,  si  nous  abais- 
sons AP  perpendiculaire  sur  PQ ,  et  que  nous  prolon- 
gions AP  d'une  quantité  PG=AP,  nous  aurons  AOrs 
CO  ;  il  faudra  donc  que  CO  +  OB  soit  un  minimum,  ce 
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qai  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les  trois  points  €, 
0  et  B  soient  en  ligne  droite. 

Pour  résoudre  le  problème  il  faut  donc  abaisser  AP 
perpendiculaire  sur  PQ,  prendre  PC  =  ÂP,  et  joindre  le 
point  C  au  point  B;  on  obtient  ainsi  le  point  H,  qui  est 
le  point  demandé. 

PKOBLiVB. 

557.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  de  différents  côtés  d'une 
droite  MC,  on  propose  de  trouver  sur  cette  droite  un  point 
tel,  que  la  différence  de  ses  distances  aux  deux  points  don- 
nés soit  un  maximum . 

FiG.  276.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  0 
le  point  demandé;  par  hypothèse,  la  différence  OB — OA 
sera  un  maximum.  Abaissons  BG  perpendiculaire  sur 
MC,  et  prolongeons  cette  ligne  d'une  quantité  CK=BC, 
on  aura  OB=OK,  et  par  conséquent  il  faudra  que  OK 
-— OA  soit  un  maximum. 

Mais  on  a  toujours  OK  <  OA  +  AK  ;  d'où  OK— OA 
<  AK,  et  cette  inégalité  subsiste  tant  que  les  trois  points 
A,  O  et  K  «e  sont  pas  en  ligne  droite  ;  elle  cesse  au  con- 
traire lorsque  cela  a  lieu,  et  on  a  alors  OK — OA  =AK. 
Ainsi,  on  voit  que  la  différence  des  lignes  menées  des 
.points  A  et  B  à  un  même  point  de  MC,  est  la  plus  grande 
possible,  lorsque  ce  point  se  trouve  en  M  dans  la  direc- 
tion de  AK,  c'est-à-dire  lorsque  les  deux  droites  AM  et 
BM  font  avec  la  ligne  donnée  de  partet  d'autre  de  cette 
droito  des  angles  égaux. 
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PROBLÈME. 

338.  Étant  donné  un  triangle  âBG  ,  on  propose  d'inscrire  dans 
ce  triangle  un  rectangle  qui  soit  équivalent  à  un  carré  don- 
né q*, 

Fi6.  277.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
MNPQ  le  rectangle  demandé,  on  aura  HNPQ=:HQ  X 
MN=q\ 

A  cause  des  triangles  semblables  ÂMQ  et  ABC ,  on  aura 
AM;  AB::HQ:BG  ;  d'un  autre  côté,  si  du  point  A  on 
abaisse  AH  perpendiculaire  sur  BC,  on  aura  deux  trian- 
gles semblables  BMN  et  ABH,  qui  donneront  BM;  AB 
::MN:AH.  Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à 

terme,  on  aura  AMXBM:AB::MQXHN:BCXAH; 
d'où  Ton  tire  AM  X  BM=|g^. 

Or,  si  Ton  décrit  sur  AB  comme  diamètre  un  demi- 
cercle,  que  par  le  point  M  on  élève  une  perpendiculaire 

MK  terminée  à  la  circonférence,  on  aura  HK=AMX 

BM;  et  par  conséquent  MK  =  t|^  =  ^i"-^;  d'où  Ion 
tireMK=^. 

Si  donc  on  cherche  une  quatrième  proportionnelle  aux 
lignes  p,  q  et  AB,  puis  qu'on  tire  parallèlement  à  AB 
une  droite  qui  en  soit  éloignée  d'une  quantité  égale  à 
cette  quatrième  proportionnelle,  elle  déterminera  sur  la 
circonférence  AKB  le  point  K,  et  par  suite  le  point  M. 
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339.  Dans  un  triangle  quelconque ,  la  domine  def  rayons  ée9 
cercles  in^rit  et  circonscrit  est  égala  à  la  somma  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  centre  du  cercle  drconserit  fur 
les  trois  côtés. 

FiG.  278.  —  Soit  ABC  un  triangle  quelconque  dont 
les  côtés  sont  a,  (  etc.  Soit  0  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit, OD,  OE  et  OF  les  perpendiculaires  abaissées  de 
ce  centre  sur  les  trois  côtés,  perpendiculaires  que  nous 
désignons  parj9,  p  etp". 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  trois  quadrilatères 
AEOD,  BEOF  et  CDOF  sont  inscriptibles  dans  un  cer- 
cle qui  aurait  pour  diamètre  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit tu  triangle  ABC,  puisque  les  angles  en  D,  E  et  F 
sont  droits,  et  qu'on  a  OA=OB=OG=;R.  On  voit 
aussi  aisément  que  si  Ton  tire  les  lignes  DE,  EF  et  FD, 
elles  seront  respectivemept  égales  à  |a,  ^  6,  |  «. 

Cela  posé,  si  dans  chacun  des  trois  quadrilatères  d^nt 
nous  avons  parlé  on  égale  le  rectangle  des  diagonales 
i  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés,  on  aura 

Rx|=px^+/x^ 

tjottUnt  ces  trois  équations,  on  obtiendra  ^ (a 4- fr+e) 
=f(a+c)4-|(a4-6)+^(6+c).  Ce  qui  manque  au 
second  membre  de  cette  dernière  égalité  pour  quea+6 + e 
soitfacteurde  tous  les  termes,  estévidemment^-f-^  +^'. 
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Or,  cette  quantité  exprimant  Taire  des  treis  tvianglen 
AOG,  AOB  et  BOC,  ou  du  triangle  ABC,  et  celai-ci 
étant  égal  à  |  (a  +  6  +  c),  r  étant  le  rayon  du  eercle  in- 
serit,  il  ^'ensuit  qu'en  ^'outant  cette  seconde  expression 
an  premier  meRibre,  et  la  première  au  second  membre 
4e  la  dernière  égalité,  on  aura,  après  avoir  multiplié 
par  2  et  divisé  par  a  +6  +c,  la  relation  R  +r=p  -4- 
jf+fTic.  q.f.d. 

PROBUbm. 

540;  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD,  on  propose  de  le  par- 
tager eu  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport 
de  deux  droites  données  m  et  n,  par  une  droite  parallèle  à 
l'un  des  côtés. 

FiG.  279.  —  Supposons  le/ problème  résolu,  et  soit 
MN  la  sécante  demandée  parallèle  au  côté  CD,  et  telle, 
qu'on  aitABMN:MNCD::m:n. 

On  tired@  cette  proportion  ABMN+MNCD:ABMN 
;:tn+^:m,  oabienABCD:ABMN::f»+n:m.  Pro- 
longeons les  deux  côtés  BG  et  AD  jusqu'à  lenr  point  de 
concours  O,  nous  aurons  alors  ABCD=:OGD — OAB,  et 
ABMN=OMN — OAB;  par  suite  la  dernière  propor- 
tion deviendraOCD— OAB:  OMN— OAB:  :m+n:  m, 
ou  bien  ^ — l;gïg  —  l::m+n;m,  si  Ton  divise  les 
deux  termes  du  premier  rapport  par  OAB. 

Remarquons  maintenant  que  les  triangles  OCD  et 
OAB,  OMN  et  OAB,  ayant  un  angle  égal,  sont  entre 
eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui  comprennent 
l'angle  égal,  etilviendra  ^g^^-l  :  «-^-1  :  :  m  + 
»lm,  •nbien  6C  X  OD— OB  X OA: OM  X  ON— OB X 
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OA::m  +  n:m.  On  tire  de  cette  dernière  proportion 
OM  X  ON  =^,  OC  X  OD  +  ~^0A  X  OB  ,  égalité 
qui  renferme  encore  deux  inconnues  OM  et  ON. 

Il  faut  donc  chercher  une  seconde  relation  entre  les  li- 
gnes OH  et  ON  ;  pour  cela,  on  remarque  que ,  par  hy- 
pothèse, la  ligne  MN  étant  parallèle  à  CD,  on  a  OM:ON 
:  :OC:OD,  proportion  qui  donne ON=OM.ro- Portant 
cette  valeur  de  ON  dans  la  première  égalité ,  il  vient 

OM'8g=;ï^OCxOD+ï;^OA  XOB;  d'où  on  tire 

enfin  0M  =  5^0C  X  OD  +  ^ST^jOA  X OB  X  gg. 

Il  ne  reste  plus  maintenant  qu  à  construire  cette  va- 
leur de  OM,  et  à  mener  par  le  point  M,  qu'elle  fournira, 
une  ligne  MN  parallèle  à  CD.  Soit  donc  posé  6  =  ^. 
OC,  0'  =^.  OA  et  e"  =  OB X  OD-  Ces  valeurs  de  9 ,  6' 
et  B"  seront  déterminées  en  cherchant  des  quatrièmes 

—2 

proportionnelles  à  des  lignes  connues,  et  on  aura  OM 
=0  XOC  +  e'X  e^  Posons  encore  OX oc  =|)*  et  O'x 

B"=2ff^  et  il  viendra  OM=p*  +  î*.  On  voit  alors  que 
OM  est  rhypothénuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour 
côtés  p  et  9,  et  il  n'y  a  plus  de  difficulté  pour  con- 
struire cette  ligne. 

PROBLÈME. 

34i.  Étant  donné  un  angle  A,  on  propose  d'en  retrancher,  par 
une  droite  minimum,  un  triangle  qui  soit  équivalent  à  un 
carré  donné  p*. 

FiG.  280. —  Supposons  que  Ton  connaisse  la  hauteur 
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qui  convienne  au  triangle  cherché  ;  du  point  A,  avec  cette 
hauteur  pour  rayon,  décrivons  la  circonfiérence  Ail  ;  il 
est  clair  que  la  direction  de  la  base  de  ce  triangle  est  celle 
d'une  tangente  à  cette  circonférence,  tangente  telle,  que 
la  partie  interceptée  entre  les  deux  côtés  de  l'angle  soit 
la  plus  petite  possible.  Le  problème  revient  donc  à  cher* 
cher  de  quelle  manière  il  convient  de  diviser  un  arc  en 
deux  parties  pour  que  la  somme  des  tangentes  de  ces  arcs 
partiels  soit  un  minimum. 

Soit  Tare  MF  et  H  le  point  de  division  demandé,  la 
i»omme  des  tangentes  HB  et  HG  des  arcs  MH  et  FIP 
devra  être  un  minimum.  Supposons  qu'on  diminue  l'arc 
MH,  que  l'on  suppose  être  le  plus  grand  des  deux  arcs. 
MH  et  HP,  d'une  certaine  quantité  MN,  et  qu'on  aug- 
mente l'autre  de  la  même  quantité  PQ = HN ,  leur  soro  me 
sera  évidemment  la  même,  et  l'une  des  tangentes  HB 
aura  diminué,  tandis  que  l'autre  aura  augmenté  ;  mais 
je  vais  faire  voir  que  la  diminution  de  l'une  sera  plus 
grande  que  l'augmentation  de  l'autre  si  le  plus  grand 
arc  HM  est  toujours  du  même  côté  du  rayon  AH.  En 
eflTet,  l'arc  HM  étant,  par  hypothèse,  plus  grand  que  HP, 
les  sécantes  AB  et  AK  seront  respectivement  plus  grandes 
que  les  sécantes  AC  et  AG.  Si  donc  on  prend  sur  AB 
une  partie  égale  à  AC',  et  sur  AV  une  partie  égale  à 
AC,  on  aura  un  triangle  ARS  égal  à  CAC  comme  ayant 
un  angle  égal  en  A  compris  entre  côtés  égaux  ;  mais  le 
triangle  BAB'  est  plus  grand  que  RAS;  donc  BAA'  est 
plus  grand  que  CAC\  et  comme  ces  triangles  ont  même 
hauteur  AH,  il  faut  que  BB'  soit  plus  grand  que  CC'. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  accroissements 
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di»  tangentes  correspondant  à  dea  aros  égau  adnt  d'au- 
tant plus  rapides  que  les  arcs  sont  plus  Soignés  de  Vorir- 
gtne  ;  par  conséquent  la  itomme  des  taiigentes  de  deux 
arcs  formant  nne  même  somme  est  d'autant  plus  petite 
que  la  différence  de  ces  ërcs  est  moindre  ;  ainsi  elle  serit 
QD  minimum  lorsque  cette  différence  sera  nulle,  c*est-à-^ 
dire  lorsque  Tare  sera  divisé  en  deux  parties  égales  ;  la 
direction  de  la  base  du  triangle  bherché  est  donc  per- 
pendiculaire à  la  ligne  qui  divise  Fangie  donné  en  deux 
parties  égales,  et  par  conséquent  elle  fait  avec  les  cAtés 
de  cet  angle  un  triangle  isocèle. 

Soit  maintenant  ABC  ce  triangle  ;  prenons  sur  les 
eAtés  AB  et  AC  deux  distances  quelconques  et  égalée 
entre  elles  AD  et  AE,  nous  aurons  un  triangle  ADE 

semblable  à  ABÇ,  ce  qui  donnera  ADE  :  AÊC  :  :  AD  :  AB, 

ou  bien  f'^p^i'.ADcAB^  f*  étant  le  carré  équivalent 
au  triangle  connu  ADEw  On  tire  de  la  dernière  propor- 
tion f  Ip  :  '•  AD:  AB,  ce  qui  permettra  de  déterminer  AB 
par  une  quatrième  proportionnelle  aux  lignes  AD,  p  et  }• 
On  portera  ensuite  cette  valeur  de  AB  sur  les  deux  côtés 
de  l'angle  de  A  en  B  et  de  B  en  C,  et  on  aura  le  trian-- 
gle  demandé  ABC. 

PROBLÂHE. 

542.  Un  triangle  MNP  étant  donné,  on  propose  de  lui  circon- 
scrire un  triangle  AfiC  qui  soit  semblable  à  un  autre  triangle 
donné  T,  et  qtii  soit  tel,  que  les  lignes  menées  de  ses  sômmeti 
aux  sommets  des  angles  opposés  du  triangle  MNP  soient  per- 
pendiculaires sur  les  côtés  du  même  triangle  ABC. 

Pt«.  981.  *-«  Supposons  le  pfeiblème  résolu  ^  tt  ioit 
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ABC  le  triangle  demandé,  circonscrite  MNP  et  tel,  que 
les  lignes  AM,  BN  et  CP  soient  respectivement  perpen- 
diculaires aux  côtés  BC,  AG  et  AB.  Cherchons  à  déter- 
minet  la  position  de  ces  lignes;  pour  cela,  imaginons 
qu*on  décrive  sur  AB  comme  diamètre  une  circonfé- 
rence, elle  passera  évidemment  par  les  points  M  et  N, 
puilsque  les  angles  en  Itt  et  N  sont  droits  ;  par  conséquent 
les  angles  ABN  et  AMN  seront  égaux  comme  inscrits 
dans  le  même  segment.  Si  Ton  conçoit  de  même  une  cir- 
conrérence  décrite  sur  AC  comme  diamètre,  elle  passera 
par  les  points  P  et  M,  et  on  aura  Tangle  ACP=AMP, 
Or,  les  angles  ABN  et  ACP  sont  égaux  comme  ooraplé* 
ments  du  même  angle  BAN  ;  donc  les  angles  AMN  et 
AMP  sont  aussi  égaux.  On  voit  donc  que  les  perpendi- 
culaires abaissées  des  sommets  du  triangle  ABC  sur  les 
côtés  opposés  divisent  en  deux  parties  égales  les  angles 
du  triangle  MNP  qui  sont  aux  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires ;  c'est  Un  théorème  que  nous  connaissions  déjà. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  si  Ton  divise  l'un 
des  angles  du  triangle  donné  MNP,  l'angle  M,  par 
exemple,  en  deux  parties  égales,  on  aura  la  direction 
de  la  perpendiculaire  AM ,  et  comme  l'angle  BAC  dent 
être  égal  à  l'angle  a  du  triangle  T,  le  point  A  sera  à  l'in- 
tersection de  cette  perpendiculaire  avec  le  segment  dé* 
crit  sur  le  côté  îiP  et  capable  de  l'angle  donné  a.  Ayant 
le  point  A,  on  le  joindra  aux  sommets  N  et  P,  et  on  aura 
les  directions  des  deux  côtés  AC  et  AB  ;  menant  ensuite 
par  le  point  M  une  perpendiculaire  à  AM ,  elle  détermi- 
nera, avec  les  directions  des  côtés  AC  et  AB,  le  triangle 
demandé  ABC. 
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PROBLÂME. 

543.  Étant  donnés  une  droite  indéfinie  XX'  et  un  point  0  situé 
hors  de  cette  droite,  on  mène  de  ce  point  une  ligne  quelcon- 
que OX  ju8qu*à  la  rencontre  de  XX',  puis  Ton  divise  OX  en 
deux  parties  OM  et  IfX  dans  le  rapport  donné  m  :  n.  On  de- 
mande le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  M,  en  suppo- 
sant qu'on  fasse  varier  la  droite  OX. 

FiG.  282.  —  Soit  M  un  point  quelconque  du  lieu  si- 
tué sur  la  sécante  OX,  et  tel  qu'on  ait  OM:  MX  :  imln. 

En  appliquant  à  cette  proportion  le  théorème  relatif 
à  la  somme  des  deux  premiers  termes,  elle  devient  OX: 
OMi'.fit+nlm.  Du  point  O  abaissons  OP  perpendicu- 
laire sur  XX\  et  menons  par  le  point  M  une  parallèle 
à  XX',  nous  aurons  évidemment  OX:OM::OP;OQ,  et 
par  suite  OP;OQ: im+n:  m.  Cette  dernière  propor- 
tion, dans  laquelle  OQ  est  la  seule  inconnue,  détermi- 
nera le  point  Q  ainsi  que  la  position  de  la  droite  QM, 
lieu  géométrique  demandé. 

La  construction  à  effectuer  pour  déterminer  le  lien 
géométrique  demandé  est  donc  la  suivante  :  abaisser  du 
point  donné  une  perpendiculaire  sur  la  droite  donnée, 
diviser  la  distance  qui  sépare  le  point  donné  de  la  droite 
donnée  en  deux  parties  qui  soient  dans  le  rapport  donné, 
et  enfin  par  le  point  de  division,  mener  une  parallèle  à 
la  droite  donnée  ;  cette  parallèle  est  le  lieu  géométrique 
demandé. 
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PROBLiXB. 

514.  Étint  donné  un  cercle  0,  on  propose  de  décrire  dans  ce 
cercle  plusieurs  cercles  égaux  qui  soient  tangents  entre  eux 
ainsi  qu'à  la  circonférence  du  cercle  donné. 

FiG.  283.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soient 
M,  N  et  P  les  centres  des  cercles  demandés.  Joignons  le 
centre  du  cercle  donné  aux  centres  de  ces  cercles,  les  li- 
gnes de  jonction  OM,  ON  et  OP  passeront  par  les  points 
de  contact  A,  B  et  C  de  la  circonférence  donnée  avec  les 
circonférences  des  cercles  demandés.  Par  conséquent  les 
distances  OM,  ON  et  OP  du  centre  du  cercle  donné  aux 
centres  des  cercles  cherchés  seront  égales ,  puisqu'elles 
sont  les  différences  qui  existent  entre  le  rayon  du  cercle 
donné  et  les  rayons  des  cercles  demandés  qui  sont  tous 
^aux  d'après  Thypothèse.  D'ailleurs,  les  distances  MN, 
NP,  etc. ,  des  centres  des  cercles  successifs,  sont  égales 
entre  elles  ;  il  en  résulte  donc  que  ces  cercles  ont  leurs 
centres  sur  les  droites  qui  divisent  la  circonférence  du 
cercle  donné  O  en  autant  de  parties  égales  qu'on  veut 
inscrire  de  cercles  successifs.  De  plus,  les  droites  menées 
du  centre  O  aux  milieux  des  bases  MN ,  NP,  etc. ,  étant 
respectiTement  perpendiculaires  à  ces  bases,  elles  divi- 
sent les  angles  qui  leur  sont  opposés  en  deux  parties 
égales  ;  par  conséquent  le  point  K  de  contact  des  deux 
cerclci^  M  et  N  se  trouve  sur  la  droite  OK  qui  divise  ran-- 
gle  MON  en  deux  parties  égales. 

Si  Ton  joint  AK,  on  voit  que  l'angle  inscrit  OAK,  qui 
a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  IK,  est  la  moitié  de 
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Tangle  au  centre  OMK  qui  a  pour  mesure  IK,  et  comme 
Tangle  OMK  est  égal  à  OAB,  il  en  résulte  que  kK  est 
la  bissectrice  de  Tangle  OAB.  Le  point  K  se  trouve  donc 
à  rintersectioti  dé  la  bissectrice  de  Tangle  OAB  arec  la 
bissectrice  de  Tangle  MON.  Lé  point  K  étant  ainsi  d^ 
terminé,  on  élèvera  par  ce  point  une  ligne  KM  perpen- 
diculaire sur  OKf  et  on  obtiendra  le  point  M. 
La  oonstruetion  est  alors  facile  k  achever. 

PROBLÈME. 

545.  Étant  donnés  les  trois  angles  d'un  triangle,  ainsi  que  les 
distances  des  trois  sommets  du  triangle  à  un  même  point  pris 
dans  son  plan,  décrire  le  triangle. 

Fie.  284.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ABC  le  triangle  demandé  dans  lequel  on  connaît  les  trois 
angles,  ainsi  que  les  distances  OA,  OB  et  OC  des  trois 
sommets  au  point  donné  O.  Prenons  sur  le  o6té  OA  un 
point  M  quelconque,  par  oe  point  menons  MP  parallèle 
4  AC  ot  MN  parallèle  à  ABy  et  enfin  joignons  PN,  nous 
obtiendrons  ainsi  un  triangle  M1NP  semblable  à  ABC,  et 
tel  que  les  distances  de  ses  sommets  au  point  O  soient 
dans  le  même  rapport  que  celles  des  sommets  correspon- 
dants du  triangle  ABC  au  même  point  O  ;  nous  aurons  par 
eonséquent  OxM:ON:OP::OA:OB:OC. 

Si  donc  on  construit  un  triangle  MNP  semblable  à 
ABC  (chose  possible,  puisqu'on  connaît  les  angles,  de  oe 
triangle),  qu'on  construise  le  lieu  géométrique  des  points 
tels  que  leurs  distances  aux  points  M  et  N  soient  dans  le 
rapportconnu  deOA  àOB,  et  lelieugéométriqiiedes  pointa 
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tels,  que  leors  distances  aux  points  M  et  P  "soient  dans 
le  rapport  connu  de  Ok  à  OC,  l'intersection  de  ces  deui 
lieux  géométriques  déterminera  le  point  O  ;  on  joindra 
ensuite  OM,  ON  et  OP,  et  on  prendra  sur  ces  lignes  des 
distances  égales  respectivement  à  OA,  OB  et  OC  ;  en- 
fin, en  tirant  A6,  AC  et  BC ,  on  obtiendra  le  triangle 
demandé  ABC. 

PBOBLÈME. 

346.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  âMN  dont  deux 
eôtés  passent  par  deux  points  donnés  B  et  C,  et  dont  le  troi- 
sième côté  MN  fasse,  avec  la  ligne  qui  passe  par  ces  deui 
points,  un  angle  égal  à  un  angle  donné  a. 

FiG.  285.  *—  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AMN  le  triangle  demandé  ;  au  point  N  menons  la  ligne 
NK  qui  fasse  Tangle  KNC= ABC,  nous  formerons  ainsi 
nn  triangle  KNC  semblable  à  ABC,  et  par  conséquent 
nous  aurons  la  proportion  ]NC:BC::KC:AC;  d'où  on 
tireACxNC=BCxCK. 

Si  par  le  point  C  nous  menons  une  sécante  quelcon^ 
que  CPQ ,  nous  aurons,  d'après  un  théorème  connu , 
AC  X  1SC=CQ  X  CP,  et  il  viendra  par  suite  CK  X  BC 
=CQXCP.  Cette  relation  prouve  que  les  quatre  points 
B,  P,  Q  et  K  appartiennent  à  une  même  circonférence. 

Or,  de  ces  quatre  points,  le  premier  est  connu,  le  se- 
cond et  le  troisième  peuvent  être  pris  à  volonté  sur  la 
circonférence,  pourvu  que  leur  direction  passé  par  te 
point  C;  ainsi,  en  menant  par  le  point  C  une  sécante 
quelconque^  et  en  faisant  passer  une  circonférence  par 
le  point  B  et  par  les  points  d'intersection  de  cette  se- 
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eante  avec  'la  circonférence  donnée,  elle  coupera  la  li- 
gne BC  au  point  K. 

Le  point  K  étant  déterminé,  pour  achever  la  construc- 
tion, joignons  MH  ,  Tangle  KNC  ou  ANH  est  égal  à 
Tangle  ÂMH,  comme  inscrits  dans  le  même  segment 
AQH.  Or,  rangle  KNC  =  ABC;  donc  l'angle  AMH  = 
ABC  ;  dbnc  la  ligne  MH  est  parallèle  à  BC. 

Il  résulte  de  là  que  l'angle  NMH,  qui  a  pour  mesure 
la  moitié  de  Tare  NH,  est  égal  à  l'angle  formé  par  le 
troisième  cAté  MIN  du  triangle  demandé  avec  la  droite 
BC,  c'est-à-dire  à  l'angle  a.  Si  donc  par  le  point  K  on 
mène  une  sécante  dans  le  cercle  donné,  de  manière  qu*elle 
roiranche  de  la  circonférence  de  ce  cercle  un  arc  IN  H  qui 
soit  le  double  de  l'angle  donné  a,  on  aura  le  point  H. 
Menant  par  ce  point  une  parallèle  à  BC,  op  aura  le  point 
M,  et  par  suite  le  triangle  demandé  AMN. 

Corollaire.  Ce  problème  est  le  même  que  le  suivant, 
que  nous  avons  dé^à  résolu  :  étaiit  donnés  deux  points 
B  et  C^sur  le  plan  d'un  cercle,  trouver  sur  la  circonfé- 
rence de  ce  c^cle  un  point  A  tel,  qu'en  le  joignant  aux 
points  B  et  C  par  les  deux  sécantes  AB  et  AC,  la  corde 
d'intersection  MN  soit  parallèle  à  une  droite  donnée, 
on  fasse  avec  BC  un  angle  donné. 

J'ai  cru  ici  devoir  donner  de  nouveau  l'analyse  de  ce 
problème,  parce  que  dans  son  nouvel  énoncé  il  va  nous 
servir  à  résoudre  les  questions  suivantes. 
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PROBL&MK. 

347.  Dans  un  cercle  donné,  inscrire  un  triangle  dont  les  côtés 
prolongés,  s'il  est  nécessaire,  passent  par  trois  points  donnés 
B,  G  et  D. 

FiG.  285.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ÂMN  le  triangle  demandé.  Si  au  point  N  nous  menons 
une  ligne  NK  qui  fasse  l'angle  KNC=ÂBC,  et  si  nous 
joignons  MH,  cette  ligne  sera,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  dans  le  problème  précédât,  parallèle  à  BC,  et  fera 
par  conséquent  avec  la  ligne  KD  un  angle  MOD  égal  à 
DKC,  lequel  est  connu,  puisqu^e  le  point  D  est  donné, 
et  que  le  point  K  peut  se  déterminer,  comme  au  pro- 
blème précédent,  en  menant  par  le  point  C  une  sécante 
quelconque  CPQ,  et  en  décrivant  une  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  B,  P,  Q,'  laquelle  circonfé- 
rence coupe  BC  précisément  au  point  K.  . 

Si  donc,  d'après  le  problème  précédent,  on  inscrit 
dans  la  circonférence  un  triangle  MNH,  dont  deux  cAtés 
passent  par  les  points  K  et  D,  et  dont  le  troisième  côté 
MH  fasse  avec  la  ligne  KD  un  angle  égal  à  l'angle  connu 
DKC,  on  connaîtra  les  sommets  M  et  N.  £n  les  joignant 
ensuite  aux  points  B  et  C  on  obtiendra  le  triangle  de- 
mandé AMN. 

PROBLÈME. 

348.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  polygone  dont  les  côtés 
prolongés,  s'O  est  nécessaire,  passent  par  autant  de  iK)ints 
donnés  qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  polygone. 

Fie.  286.  —  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'in- 
scrire dans  le  cercle  un  quadrilatère  dont  les  côtés  pas- 
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sent  par  les  quatre  points  À,  B,  C,  D,  et  soit  MNPQ  le 
quadrilatère  demandé.  Tirons  la  ligne  AB,  et  au  point 
N  faisons  avec  NB  un  angle  HNB  égal  à  MAB,  la  ligne 
QR  sera  parallèle  à  AB,  et  on  aura  BA  X  BH  =BM  X 
BN  =  le  carré  de  la  tangente  menée  par  le  point  B  au 
cercle.  Cette  relation  servira  à  déterminer  le  point  H, 
que  nous  regarderons  alors  comme  connu.  Joignons 
maintenant  le  point  H  au  point  C,  et  au  point  P  menons 
la  ligne  PK  qui  fasse  avec  PC  un  angle  KPC=NHC, 
la  ligne  SR  sera  parallèle  à  HC,  et  on  aura  CHxCK=i 
CN  X  CP=:Ie  carré  de  la  tangente  menée  par  le  point 
C  au  cercle  donné.  Cette  relation  servira  à  déterminer 
le  point  K,  que  nous  regarderons  alors  comme  connu. 

Si  nous  joignons  maintenant  DK ,  nous  obtiendrons 
un  triangle  DKP,  dans  lequel  l'angle  DPK  ou  son  op- 
posé SPQ  est  égal  à  Tangle  SRQ,  conlme  inscrit  dans  le 
même  segment  ;  or,  l'angle  SRQ  est  égal  à  l'angle  CHB 
comme  ayant  les  côtés  parallèles  et  dirigés  en  sens  con- 
traire ;  donc  l'angle  DPK  est  égal  à  l'angle  CHB  qui  est 
connu. 

Cela  posé,  en  décrivant  sur  DK  un  segment  capable 
de  l'angle  connu  CHB,  l'intersection  de  ce  segment  avec 
la  circonférence  donnée  déterminera  le  point  P.  En  joi- 
gnant ce  point  au  point  D  on  aura  le  sommet  Q,  enjoi- 
gnant le  point  P  au  point  C  on  aura  le  sommet  N,  et  enfin 
en  joignant  N  au  point  B  on  aura  le  sommet  M.  On  ob- 
tiendra ainsi  le  quadrilatère  demandé  MNPQ. 

FiG.  287. —  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'in- 
serire  dans  le  cercle  un  pentagone  dont  les  cAtés  paiaent 
par  les  einq  pointa  A,  B,  C,  D,  £,  et  soit  MNPQR  le 
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pentagone  demandé.  Tirons  la  ligne  AB,  et  au  point  N 
faisons  avec  INB  l'angle  HNB  égal  à  MAB,  la  ligne  RS 
sera  parallèle  à  AB,  et  on  aura  BÂXBH=BMxBN= 
le  carré  de  la  tangente  menée  par  le  point  B  au  cercle 
donné  ;  ainsi  le  point  H  est  connu.  Tirons  HC,  et  au  point 
P  faisons  avec  PC  l'angle  KPC = NIIC,  la  ligne  SV  sera 
parallèle  à  HC,  et  on  aura  CH  X  CK=CN  X  CP=  le 
carré  de  la  tangente  menée  par  le  point  C.  Ainsi  le  point 
K  est  connu. 

Tirons  KD,  et  au  point  Q  faisons  l'angle  IQD = PKD, 
VX  sera  parallèle  à  KD,  et  on  aura  DKXDI=DPx 
DQsIe  carré  de  la  tangente  menée  par  le  point  D; 
ainsi  le  point  I  est  connu. 

Si  l'on  tire  maintenant  la  ligne  RX,  l'angle  RXV  sera 
égal  à  RSV,  et  par  suite  à  l'angle  CHB,  et  comme  VX 
est  parallèle  à  KD,  il  s'ensuit  que  RX  fait  avec  KD  un 
angle  égal  à  CHB. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  inscrire  dans  le  cer- 
cle donné  un  triangle  RQX  dont  deux  côtés  passent  par 
les  points  I  et  E,  et  dont  le  troisième  cAté  RX  fasse  avec 
la  ligne  lE  un  angle  XOE  égal  à  DIE— CHB,  et  par 
conséquent  connu. 

Une  fois  le  sommet  Q  déterminé,  en  le  joignant  am 
point  D ,  on  aura  le  sommet  P,  en  joignant  P  au  point 
C  on  aura  le  sommet  N,  ainsi  de  suite.  On  aura  donc 
enfin  le  pentagone  demandé  MNPQR. 

Comme  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire 
peut  s'appliquer  pour  un  polygone  d'un  nombre  quel- 
conque'de  côtés,  on  peut  regarder  le  problème  général 
ccMnme  résolu.  Nous  remarquerons  seulement  que  la  so- 
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lutioD  de  ce  problème,  dans  le  cas  où  le  nombre  des  côtés 
dn  polygone  est  pair,  se  réduit  toujours  à  décrire  sur  une 
ligne  connue  un  segment  capable  d'un  angle  donné,  et, 
dans  le  cas  où  le  nombre  des  côtés  est  impair,  à  décrire 
dans  le  cercle  donné  un  triangle  dont  deux  côtés  pas^ 
sent  par  deux  points  donnés,  et  dont  le  troisième  fasse, 
avec  la  ligne  qui  passe  par  ces  deux  points,  un  angle 
connu. 

THÉORÂIIE. 

549.  Si  par  un  point  pris  hors  d'un  cercle  on  mène  des  sécantes 
également  éloignées  du  centre,  les  lignes  menées  diagonale- 
ment  par  les  extrémités  des  parties  de  ces  sécantes  comprises 
dans  ce  cercle,  se  couperont  toujours  en  un  même  point. 

FiG.  288.  —  Soit  A  un  point  pris  hors  d'un  cercle, 
par  ce  point  on  mène  les  deux  sécantes  AD  et  AK,  et  on 
tire  les  lignes  HK  et  BD ,  qui  se  coupent  en  O. 

Les  deux  triangles  HOD  et  BOK  sont  égaux,  car  par 
hypothèse  HD=BK,  Tangle  OHD=OBK  comme  in- 
scrits dans  le  même  segment,  et  Tangle  ODH=OKD 
pour  une  raison  semblable;  donc  OH  =:OB.  D'ailleurs, 
AH  =  AB,  et  comme  AO  appartient  à  la  fois  aux  deux 
triangles  AOH  et  AOB,  il  en  résulte  que  ces  deux  trian- 
gles sont  égaux,  et  par  conséquent  que  la  droite  AO  di- 
vise l'angle  A  en  deux  parties  égales  et  passe  par  le  cen- 
tre C  du  cercle  donné. 

Ainsi,  toutes  les  droites  qui  joignent  comme  BD  et 
HK  les  points  de  rencontre  du  cercle  donné  avec  deux 
sécantes  égales,  se  coupent  toujours  sur  le  diamètre  qui 
passe  par  le  point  A. 

Joignons  maintenant  CD ,  nous  aurons  un  triangle 
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ÀCD  semblable  à  OÀH  comme  ayant  un  angle  corn- 
man  en  A,  et  Tangle  ACD  =  AHO  comme  sapplémen- 
taires  d'angles  égaux  DCP  et  OHD. 

La  similitude  de  ces  deux  triangles  donne  AD:  AO  :  : 
AC:  AH  ;  d'où  on  tire  AO=i5>^. 

Si  l'on  mène  deux  antres  sécantes  AlV  et  AK'  et  qu'on 
tire  la  ligne  ïl'K\  homologue  à  HK,  on  trouvera  qu'elle 
coupe  le  diamètre  AC  en  un  point  distant  de  A  d'une 
quantité  égaie  à  ^t^^',  ou  à  AO  ;  car  en  vertu  de  la  pro- 
priété des  sécantes  qui  partent  d'un  même  point,  on  a 
ADxAHrsAD'XAlT;  par  conséquent  la  ligne  H'K' 
passe  par  le  point  O. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  pouvant 
s'appliquer  aux  autres  lignes  menées  d'après  les  con- 
ditions énoncées,  il  en  résulte  que  toutes  ces  lignes  se 
coupent  en  un  même  point.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir 
que  ce  point  se  trouve  sur  la  ligne  qui  joint  les  points  de 
contact  des  deux  tangentes  menées  par  le  point  A  à  la 
circonférence  donnée* 

Corollaire.  L'égalité  AOxAC=ADxAH  donne,  à 
cause  de  AH=:AB,  et  de  AC=AO  +  OC;  ADxAB= 

AO  (AO  +  OC)  =  AoV  AO  X  OC. 

Or,  les  angles  ACD  et  ABD  sont  égaux  comme  étant 

les  supplémentaires  des  angles  égaux  DCP  et  DBK  ;  donc 

les  quatre  points  A,  B,  C  et  D  appartiennent  à  une  même 

circonférence  ;  d'où  il  suit  AO  XOC=BOXOD,  et  par 

—a 
suite  on  a  ADX  AB=AO  +  BO  XOD,  c'est-à-dire 

que  dans  un  triangle  quelconque  ABD  le  rectangle  de 

deux  cêtés  est  égal  au  carré  de  la  bissectrice  de  l'angle 
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ipie  comprennent  ces  côtés ,  plus  le  rectangle  des  deux 
segments  déterminés  par  la  bissectrice  sur  le  troisième 
côté  ;  c'est  un  théorème  que  nous  connaissons  déjà. 


PROBLÈME. 

^.  Ëtant  donnés  deux  points  A  et  B  et  une  droite  indéfinie  XY, 
on  propose  de  décrire  un  cercle  qui  passe  par  ces  deux  points 
et  qui  soit  coupé  par  la  droite,  de  manière  que  i*un  des  seg- 
ments que  forme  la  droite  avec  le  cercle  soit  capable  d'un 
angle  donné  >. 

FiG.  289.  —  Supposons  le  problème  résolu,  soit  C 
le  centre  du  cercle  demandé,  et  MBN  le  segment  capable 
de  Tangle  donné  a. 

Du  point  C  abaissons  une  perpendiculaire  sur  ÂB,  et 
soit  O  le  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  XY; 
joignons  OB,  CM,  CB  et  CN  ;  par  un  point  H,  pris  à 
volonté  sur  CO,  menons  HP,  HQ  et  HI,  respectivement 
parallèles  à  CM,  CB  et  CN. 

A  cause  du  parallélisme  de  ces  lignes,  nous^ aurons 

çm:hp::oc:oh,  cb:hq::oc:oh,  cn:hi::oc 

:0H,  et  à  cause  des  rapports  communs,  nous  aurons  la 

suite  CM:HP::CB:HQ::CN:iH. 

Comme  dans  cette  suite  les  antécédents  sont  égaux 
comme  rayons  du  cercle,  il  s'ensuit  que  les  conséquents 
le  sont  aussi,  et  qu'on  a  HP  =  HQ  =:HI. 

De  plus,  l'angle  PHI  =  MCIN,  qui  est  le  double  de 
l'angle  donné  a;  donc,  dans  le  triangle  isocèle  PHI, 
OB  a  2  HPH-PHI=2*,  ou  2HPl4-2«=2*;  d'où 
PHI  =  !*—«. 


L 


Digitized  by 


Googk 


(  999  ) 

Si  iùae  on  mène  par  un  point  P,  pris  arbitrairement 
sur  XY,  une  droite  PH  qui  fasse  avecXY  un  angle  HPt 
égal  au  complément  de  l'angle  donné ,  que  du  point  H 
où  elle  coupe  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
AB,  on  décrive  un  arc  de  cercle  avec  HP  pour  rayon,  il 
déterminera  le  point  Q  par  sa  rencontre  avec  06  ;  tirant 
HQ,  et  menant  par  le  point  B  la  parallèle  BG  à  HQ,  le 
point  de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  la  perpendicu- 
laire élevée  sur  le  milieu  de  AB  déterminera  le  centre 
C  du  cercle  demandé  ;  on  décrira  alors  ce  cercle  du  point 
C  comme  centre  avec  CB  pour  rayon. 

THÉORÈME. 

WM.  Deux  quadrilatfres  qui  ont  des  diagonales  égal9» 
et  également  inclinées,  sont  équivalents. 

Fi6.  290.  —  Soient  ABCD,  àbcd  les  deui  quadrila- 
tères dont  il  est  question.  Par  les  sommets  C  et  c  me- 
nons les  droites  CH  et  ch  respectivement  parallèles  aux 
diagonales  BD  et  M,  et  abaissons  sur  ces  parallèles  les 
perpendiculaires  AH  et  ah,  lesquelles  seront  aussi  per-* 
pendicuhiires  aux  bases  BD  et  bd  des  triangles  ABD« 
BCD,  àbd,  bcd. 

Cela  posé ,  les  deux  quadrilatères  ABCD ,  abed  sont 
chacun  la  somme  de  deux  triangles  qui  ont  une  base 
commune  BD,  bd  ;  donc  ils  sont  entre  eux  comme  les 
Mmmes  des  hauteurs  de  ces  triangles;  or,  ces  sommes 
sont  évidemment  égales,  l'une  à  AH  et  l'autre  à  ah.  Si 
drae  on  démontre  l'égalité  de  ces  lignes  AH  et  aft,  il  en 
réniitera  l'équivalence  des  deux  quadrilatères. 
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Les  deux  triangles  ACH  et  œh  sont  rectangles,  ils 
ont  ie  côté  ÂCrroo  par  hypothèse,  l'angle  kCK=aeh, 
parce  que  ces  angles  sont  égaux  à  ceux  que  font  les  dia- 
gonales de  l'un  ou  de  l'autre  quadrilatère,  et  que  par  hy- 
pothèse ces  angles  sont  égaux  ;  donc  enfin  ces  triangles 
sont  égaux  ;  d'où  il  résulte  kH=ah;  ces  deux  quadri- 
latères sont  donc  bien  équivalent»;  c.  q.  f.  d. 

PROBLÈME. 

552.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  sonune 
de  leurs  distances  à  deux  points  donnés  F  et  F  soit  constam- 
ment égal»  à  une  longueur  donnée  a, 

FiG.  291.  —  Pour  construire  ce  lieu  on  prend  le  point 
M,  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  donnés 
F  et  F,  et  on  porte  à  droite  et  à  gauche  du  point  M  sur 
la  ligne  FF  des  distances  MA  et  MA'  égales  entre  elles 
et  à  la  moitié  de  la  longueur  donnée  a.  On  prend  ensuite 
sur  AÀ'  un  point  K  à  volonté,  et  des  points  F  et  F  avec 
les  distances  KA  et  KA'  pour  rayons  on  décrit  des  arcs 
de  cercle  qui  se  coupent  deux  à  deux  en  deux  points  ; 
les  quatre  points  ainsi  obtenus  appartiennent  à  la  courbe, 
lieu  géométrique  demandé. 

On  peut  trouver  par  »une  construction  semblable  au- 
tant de  points  que  l'on  veut  du  lieu  en  question. 

Cette  courbe  fermée  qu'on  construit  ainsi  par  points, 
est  appelée  ellipse  ;  les  points  F  et  F  sont  les  foyers,  la 
distance  AA'  est  le  grand  axe.  La  perpendiculaire  BB'  à 
XM  et  passant  par  le  milieu  de  la  distance  qui  sépare 
les  foyers»  e^t  |ç  petit  axe  de  l'ellipse.  Cette  distance  qui 
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sépare  les  deux  foyers  est  appelée  excentricité  ;  chacun 
des  axes  partage  l'ellipse  en  deux  moitiés  égales  et  sy- 
métriques; le  point  M  est  le  centre  de  Tellipse,  il  jouit 
par  conséquent  de  la  propriété  générale  des  centres,  c'est- . 
è-dire  qu'il  divise  en  deux  parties  égales  toute  droite 
qui  le  contient,  et  qui  est  terminée  au  périmètre  de  la 
courbe.  Une  pareille  droite  porte  le  nom  de  diamètre  ; 
le  grand  axe  et  le  petit  axe  sont  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  de  tous  les  diamètres. 

La  géométrie  analytique,  ou  application  de  l'algèbre 
à  la  géométrie ,  s'occupe  des  propriétés  de  l'ellipse,  et 
indique  des  moyens  à  l'aide  desquels  on  peut  construire 
cette  courbe  d'une  manière  continue. 

PftOBLÂMB. 

3S3.  Tlrouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  diSé- 
rence  de  leurs  distances  à  deux  points  donnés  F  et  F'  soit 
constamment  égale  à  une  longueur  donnée  a. 

Fi6. 292.  —  Pour  construire  ce  lieu  on  prend  le  point 
H,  milieu  de  la  droite  FF  qui  joint  les  deux  points  don- 
nés, et  à  partir  de  ce  point  on  prend  sur  FF  à  droite 
et  à  gauche  du  point  M,  des  distances  MA  et  MA'  égales 
entre  elles  et  à  la  moitié  de  la  longueur  donnée  a. 

Les  points  A  et  A'  appartiennent  évidemment  à  la 
courbe  cherchée. 

Pour  trouver  autant  de  points  de  cette  courbe  qu'on 
en  veut,  on  prend  sur  AA',  soit  à  gauche  du  point  A, 
soit  à  droite  du  point  A'  un  point  K  quelconque;  puis 
des  points  F  et  F,  avec  des  rayons  égaux  &  KA'  et  KA, 
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on  décrit  des  arcs  de  cercle  qui  se  coupeot  deHX  k  é&m 
en  deux  points*  On  obtient  ainsi  quatre  points  qui  appar- 
tiennent au  lieu  géométrique  demandé. 

Ce  lieu  se  compose  de  deux  branches  de  courbe  in- 
définies, égales,  symétriques  par  rapport  à  la  droite 
FF'  qui  joint  les  deux  points  donnés,  et  aussi  par  rap*- 
port  à  une  perpendiculaire  MB  à  cette  droite,  et  élevée 
par  son  milieu.  Cette  droite  est  le  petit  axe  de  la  oourbe, 
tandis  que  AA'  en  est  le  grand  axe.  Les  points  F  et  F 
sont  les  deux  foyers  de  la  courbe,  M  en  est  le  centre  ; 
toute  droite  qui  passe  par  ce  dernier  point,  et  qui  est 
terminée  à  la  courbe,  y  est  divisée  en  deux  parties  égalas 
et  se  nomme  diamètre. 

pROBLim. 

354.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels»  que  leurs  dis- 
tances à  un  point  donné  F  et  à  une  droite  donnée  DD'  soient 
constamment  égales  entre  elles. 

FiG.  293.  —  Du  point  donné  F  on  abaisse  sur  la  droite 
donnée  une  perpendiculaire  FP,  on  prend  le-  point  A» 
milieu  de  FP  :  ce  point  est  un  des  points  du  lieu  demandé. 
Pour  en  obtenir  autant  de  points  qu'on  voudra  on  prend 
sur  PF  un  point  K  quelconque  situé  à  droite  du  point 
A.  Par  le  point  K  on  élève  une  perpendiculaire  sur  PF, 
et  du  point  F  comme  centre^  avec  PK  pour  rayon,  on 
décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  cette  perpendiculaire 
en  deux  points  M  et  M'  ;  ces  deux  points  appartiennent  à 
la  courbe. 

Cette  courbe  M  AM',  illimitée  dans  un  sens,  se  qQmme 
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parabole,  le  peint  A  en  est  le  sommet,  le  point  F  le  foyer, 
et  la  ligne  DD'  en  est  la  directrice  ;  l'axe  AF  indéfini 
la  divise  en  deux  parties  égales  et  symétriques. 


PROBLEME. 

SB5.  Étant  donnée  un  poitit  F  et  une  droite  DD*,  on  propose  de 
trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs  distan- 
ces au  point  F  et  à  la  droite  DD'  soient  constamment  entre 
elles  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

Ce  problème  présente  trois  cas  à  considérer,  suivant 
que  le  rapport  donné  ~  est  <  1,  ou  >  1,  ou  =  l. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  supposons  que 
M  soit  un  point  quelconque  du  lieu,  joignons  MF,  du 
point  M  abaissons  MQ  perpendiculaire  sur  la  droite  don- 
née DD\  et  tirons  la  ligne  QF  ;  nous  aurons,  par  hy- 
pothèse, MF:MQ  ::m;n.  Si  nous  divisons  l'angle  QMF 
en  deux  parties  égales  par  la  droite  MK,  nous  aurons, 
d'après  un  théorème  connu,  AIF:MQ  :  :KF:KQ,  et  par 
suite HF  :KQ  :  :fn:n.  De  même  en  divisant  Tangle  FMM' 
en  deux  parties  égales  par  la  droite  MK'^  on  aura  FK': 
QK  :  :MF:MQ,  et  par  suite  FK'lQK'  :  :  wln.  Il  est  évi- 
àetki  d'ailleurs  que  l'angle  KMK'  est  droit  ;  donc  le  point 
M  se  trouve  sur  la  circonférence  décrite  sur  KK'  comme 
diamètre. 

Si  donc  on  veut  avoir  les  deux  points  du  lieu  demandé 
qui  se  trouvent  sur  une  perpendiculaire  AIQ  menée  à 
DD'  par  nn  point  Q  quelconque  pris  sur  cette  ligne  DD^, 
on  joindra  ce  point  Q  au  point  F,  et  on  déterminera  sur 
QF  deux  points  K  et  K'  tels,  qu'on  ait  KF;RQ::m:n, 
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et  KTiK'Q  ::mlny  puis  on  décrira  sur  KK'  comme  dia- 
mètre une  circonférence  qui  coupera  QM  en  deux  points 
M  et  M'  appartenant  au  lieu  demandé. 

On  déterminera  les  points  du  lieu  demandé  qui  se 
trouvent  sur  la  perpendiculaire  FP,  abaissée  du  point  F 
sur  la  droite  donnée  DD',  en  cherchant  sur  FP  et  sur 
son  prolongement  deux  points  A  et  A'  tels,  qu'on  ait 
AF:AP::m:n,  et  AT:A'P:;m:n. 

Démontrons  maintenant  que  la  somme  des  distances 
MFetM'Festégaleà  AA'. 

On  a  MF:MQ::m:n,  ItfFlM'Q: :m:n;  d'où  il  ré- 
sulte MF:MQ::M'F:M'Q::m:n,  et  par  suite  MF-4- 
llT:MQ+M'Q::m:n;  on  a  demême  AFiAPrim:», 
AT:A'P;:m:n;  d'où  il  résulte  AF:AP::AT:A'P:: 
min,  et  par  suite  AF+AT;AP+A'P!: min;  on  aura 
doncMF+M'FlMQ+M'Q::AAlAP+A'P. 

D'ailleurs,  en  élevant  aux  points  A  et  A'  les  perpen- 
diculaires AO  et  A'H,  on  reconnaît  que  HQ+ltfQ= 
AP  +  A'P;  donc  enfin  on  aMF4-M'F=AA'. 

Prenons  maintenant  A'F=AF,  joignons  MP,  et 
démontrons  que  MF = M'F  ;  cela  résulte  immédiatement 
de  l'égalité  des  deux  triangles  MAF  et  Sf  A'F  qui  ont 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  ;  donc  on  a  HF 
4-MF=AA'. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  étai\t  ap- 
plicable à  tous  les  points  du  lieu  demandé  et  déterminés 
de  la  même  manière  que  nous  avons  déterminé  le  point 
M,  il  en  résulte  que  ce  lieu  est  une  courbe  teUe«  que  la 
somme  des  distances  de  l'un  quelconque  de  ses  points 
aux  deux  points  A  et  A'  est  constamment  égale  à  AA'; 
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c*est  par  conséquent  une  ellipse,  dont  les  foyers  sont  les 
points  F  et  F,  et  dont  le  grand  axe  est  AA'. 

Deuxième  cas.  Si  le  rapport  donné  ^eit  >  1,  en  fai- 
sant la  même  construction ,  on  démontrera  que  MF — 
MF=:AA'.  Le  lieu  demandé  est  dans  ce  cas  une  hy- 
perbole. 

Traisiime  cas.  Si  le  rapport  donné  ^=  1  ;  le  pro- 
blème a  déjà  été  résolu ,  et  on  a  trouvé  que  le  lieu  de- 
mandé est  une  parabole. 

PftOBL&HB. 

5S6.  Étant  donné  un  point  F  et  deux  droites  AB  et  CD,  on  pro- 
pose de  trouver  sur  la  droite  ÂB  un  point  K  tel  que  le  rap- 
port de  ses  distances  au  point  donné  F»  et  à  la  droite  CD,  soit 
égal  à  un  rapport  donné  -^. 

Fi6.  295.  —  Le  point  cherché  sera  déterminé  par 
rintersection  de  AB  et  de  la  courbe,  lieu  géométrique 
des  points  tels,  que  le  rapport  de  leurs  distances  au  point 
donné  et  à  la  droite  donnée  CD,  soit  égal  à  7.  D'après 
ce  que  nous  venons  de  voir,  cette  courbe  est  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole,  selon  qu'on  a  ^  <^  1 , 

ir  *^  *»    n  —  *• 

PROBLiMS. 

7S&1.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles 
qui  touchent  deux  cercles  donnés  G  et  C, 

FiG.  296. —  Il  peut  arriver  plusieurs  cas  :  ou  les  cer- 
cles donnés  C  et  C  seront  intérieurs  l'un  à  l'autre,  ou 

20 
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•itérieuTB  entre  eux,  eu  en  partie  intérieurs  et  en  par- 
tie extérieurs» 

Supposons  d'Abord  qtlè  les  deux  cercles  donnés  C  et 
C  soient  intérieurs  éhtre  eux,  et  soit  M  un  des  points  du 
lieu  demandé,  c'est-à-dirô  le  centre  d'un  cercle  tou- 
chant à  la  fois  les  deux  cercles  donnés  C  et  C.  Si  A  et 
M  sont  les  deux  points  de  contact  du  cercle  M  avec  les 
deux  cercles  donnés,  il  est  clair  que  les  trois  points  A,  M 
etC  sont  enligne  droite,  et  qu'il  en  est  demèmedes  trois 
points  M,  A'  etc.  Ainsi,  on  auraMC  +  MC=MC  + 
MA'  +  A'C,  et  comme  MA'=MA,  on  aura  MC  +  MC 
=MC  +  MA  +  A'C=fCA4-CA'=R+r,Retrétant 
les  rayons  des  deux  cercles  donnés. 

On  voit  donc  que  la  somme  des  distances  des  centres 
des  cercles  dont  il  s'agit  aux  centres  des  cercles  donnés 
est  égale  à  la  somme  des  rayons  de  ces  cercles;  par  con- 
séquent Je  lieu  géométrique  demandé  est  une  ellipse 
dont  les  foyers  sont  les  centres  des  cercles  donnés,  et 
dont  le  grand  axe  est  égal  à  la  somme  des  rayons  de 
ces  cercles. 

FiG.  297.  Si  les  cercles  donnés  sont  extérieurs  Tun  à 
l'autre ,  il  est  évident  que  la  dilTérence  des  distances 
des  centres  des  cercles  cherchés  aux  centres  des  cercles 
donnés  est  égale  à  la  différence  des  rayons  de  ces  cer- 
cles ;  par  conséquent  le  lieu  géométrique  demandé  est 
dans  ce  cas  une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  cen- 
tres C  et  C  des  cercles  donnés ,  et  pour  grand  axe  la 
différence  des  rayons  de  ces  cercles.  Si  les  cercles  don- 
nés se  ooupent,  utie  partie  des  points  cherchés  se  tfoù- 
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▼era  sur  une  ellipse,  et  Taatre  partie  sur  une  hyper- 
bole. 

PROBLEUB. 

3S8.  Chercher  la  relation  qai  existe  entre  les  eétés  d'un  trian- 
gle quelconque  ÀBC,  et  la  droite  qui  joint  le  sommet  du  trian- 
gle à  Tun  des  points  de  division  de  la  base  divisée  en  trois 
parties  égales. 

FiG.  317.  — ^  Désignons  par  a,  6  et  e  les  trois  côtés 

du  triangle,  par  â?  et  y  les  droites  ÀP  et  AQ.  Il  s'agit 

d'exprimer  â;  et  y  en  jonction  de  a,  &,  €. 

Dans  le  triangle  ABQ  on  a,  d'après  un  théorème 
—a        —2  —2  —a 

connu,  \B  +  AQ=2BP  +  2AP,  ouc*+y*=2^-f 

Dans  le  triangle  APC,  on  a  AC  +  AP=2PQ  +  8 

AQ,  ott  bien  6«+rc«  =  2^  +  2y*  (2). 

Résolvons  le  système  des  équations  (1)  et  (2),  et  nous 
aurons  les  valeurs  de  âr  et  de  y  en  fonction  de  a,  6  et  c. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  par  2, 

il  vient2c*+2y'=4^  +  4aî*(3)- 

Ajoutons  (2)  et  (3)  membre  à  membre,  il  vient  b*  + 
rc*  +  2c*  +  2y»  =  6i  +  2y'+4ar%ou6*  +  2c*— 6Ç 
=  3x%ou6*  +  2c'— 2^=3aî%  ou 3 6' -f- 6c*— 2a' 
=9«*;  d'où  on  tire  a?=V21S2El2!. 

Mettant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  (2) ,  on 
trouve  J»+i^:±^:=^'=E?2!  +  2y%  ou  bien  96«  +  36« 
+  6c'— 2a'=2a*+18y*,  ou  126*  +  6c*— 4tt*= 
18 y\  ou  66*+  3c' — 2a*s=ï9y',  d'où  on  tire  enin  y 
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PROBLÂME. 

359.  Inscrire  dans  un  re€tangle  donné  un  second  rectangle 
semblable  à  un  rectangle  donné. 

Fi6. 318.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  HEFG 
un  rectangle  inscrit  dans  le  rectangle  donné  A6CD  et 
tel,  qu'on  ait  GF iFEy.g fief y.mln.  Posons  AB=a, 
6Ç=&,  BE=â;etBF=:y.  Lorsqu'on  connaîtra  â?  et  y, 
il  sera  facile  de  construire  le  rectangle  HEFG.  I..es  trian- 
gles AEH  et  CGF  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal 
EH=GF  adjacent  à  deux  angles  égaux;  il  en  est  de 
même  des  triangles  DHG  et  EBF. 

Les  triangles  GFC  et  FEB  sont  semblables  comme 
étant  rectangles  et  ayant  Tangle  GFC=:FÉB  comme 
complémentaires  du  même  angle  EFB.  A  cause  de  la 
similitude  de  ces  triangles,  on  aura 

6 — ylxy.tnln;  d'où  mâ;=n(ft — y), 

a — xly::mln;  d'oùiny=n(a — «)• 

Ainsi  on  a,  pour  déterminera  et  y,  les  deux  équations 

mx^in  {h — y)=n6^ny, 

fny:=zn  (a— «)  =fia^fMp. 

Multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  n, 
et  les  deux  membres  de  la  seconde  par  m,  et  retranchant 
ensuite  la  première  de  la  seconde,  il  vient  m'y  =aiiiii 
—  6n*+«*y  ;  d'où  on  tire  (m* — n*)  y=n  (am— 6fi); 
"  Où  y — — Sici^ï— »  et  par  suite  x—  \^.^i  ^ 

Supposons  dans  ces  formules  i}i=n,  6  étant  différent 
de  a,  alors  les  valeurs  de  rr  et  de  y  se  présentent  sous 
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la  forme  de  l'infini ,  ce  qui  nous  indique,  non  pas  que 
le  problème  proposé  est  impossible,  mais  que  le  pro- 
blème que  nous  substituons  au  proposé  est  impossible, 
et  en  effet,  il  s'agit  alors  d'inscrire  dans  un  rectangle 
donné  un  carré;  or,  cela  est  impossible,  comme  nous 
allons  le  démontrer. 

Démontrons  d'abord  que,  lorsqu'un  parallélogramme 
est  inscrit  dans  un  autre  parallélogramme,  les  deux  fi- 
gures ont  même  centre. 

FiG.  319.  —  En  effet,  tirons  les  diagonales  AC,  HF 
dans  chacun  des  parallélogrammes.  Les  deux  triangles 
HOC,  AOF  sont  égaux  comme  ayant  les  côtés  HC  et 
AF  égaux,  les  angles  OHC  et  OFA  égaux  comme  al- 
ternes internes,  et  les  angles  HCC)  et  OAF  égaux  pour 
la  même  raison  ;  donc  OH=:OF  et  OC =OA  ;  donc  le 
point  O  est  le  centre  des  deux  parallélogrammes. 

FiG.  320.  ^Cela  posé,  menons  par  le  point  O,  cen- 
tre du  rectangle  ABCI3,  une  droite  quelconque  IK,  et 
voyons  si  elle  peut  être  regardée  comme  la  diagonale 
d'un  carré  inscrit  dans  le  rectangle.  Nous  savons  que 
les  diagonales  d'un  carré  se  coupent  à  angles  droits  ; 
élevons  donc  sur  IR  au  point  O  une  perpendiculaire. 

Prolongeons-la  jusqu'à  sa  rencontre  en  L  et  G  avec 
les  côtés  AD  et  BC.  Nous  devrons  avoir  OL=:OK  si  le 
quadrilatère  inscrit  LIGK  est  un  carré.  Or,  les  deux 
triangles  LOQ  etSOK  sont  semblables,  comme  ayant 
les  côtés  perpendiculaires;  donc  on  a  OL;OK::OQ; 
OS;  et  comme  OS  est  différent  de  OQ,  il  en  résulte 
que  OL  est  différent  de  OK  ;  donc  on  ne  peut  pas  in- 
scrire de  carré  dans  un  rectangle. 
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Revenons  à  nos  formaies.  8i  l'on  suppose  à  la  fois 
a=zb,  m:s:n^  c'est-à-nlire  si  Ton  demande  d'înserira 
un  earré  dans  un  autre  carré,  les  formules  deviennent 
j93C3^,  y  =:  ^,  et  dans  ce  cas  on  voit  qu'on  peut  inscrire 
une  infinité  de  carrés  dans  un  carré  donné. 

Supposons  enfin  a=&,  c'est-à-dire  qu'on  demande 
d'inscrire  dans  un  carré  un  rectangle  semblable  à  un 
rectangle  donné;  les  formules  deviennent  alors  x= 

m*^n'  —^r^^^y—  m'-n'  — 5i4=^'  Lcs  vaicurs  de  X 
et  de  y  sont,  comme  on  voit,  égales  entre  elles  et  à 
une  quatrième  proportionnelle  entre  les  droites  m+tty 
n  et  a. 

PROBLâMB. 

360.  Diviser  un  trapèze  en  deux  parties  équivalentes  par  une 
droite  parallèle  aux  bases. 

FiG.  321,  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soît 
MIN  la  droite  qui  satisfait  à  la  question.  Posons  ABss^, 
DC=6,  AH=fc,  kO=x,  OHsera=fe— oî.  La  sar- 
faee  du  trapèze  ABCD  sera  A(f±^]^  celle  du  trapèze  AMNB 
sera  x  («+>*'»)  ;  donc  on  aura  *(«±*)=aj(£y!S)  (1). 

Si  l'on  mène  BP  et  NQ  parallèles  à  AD,  les  triangles 
BPN  et  NQC  seront  semblables;  donc  les  hauteurs  se- 
ront dans  le  rapport  des  bases^  et  on  aura  xlh — xy. 
MN— a;6— MN,  ou  ftx— MNXx=fc.MN— MN.o? 
—ah+ax;  d'où  MN  =  i^=5^(2). 

Portant  celte  valeur  de  MN  dans  (1),  il  vippt  j +^ 
=a«+î*=2)|±55£,  ou  Î2iiiil  =  (6-.-a)a?-ir2a**, 
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ou  {k-rà)  «»4-2a&B— i2d|3è:=-o.  Oa  tire  de  cette 
éipation  du  second  degré  x===rî£!^i^:î^^E«n^IK% 
^^  ^_^2aA±1^5^ÇlE2!^,  On  ne  prend  pour  x  que 
la  valeur  qui  correspond  à  la  partie  positive  du  radical, 
parce  qu'elle  seule  peut  satisfaire  à  la  question. 

En  effectuant  les  calculs  indiqués  sous  le  radical,  etep 
faisant  sortir  le  facteur  h\  il  vient  a?=^-^t?£+^^2. 

Soit  e  =  y^+b\  6y^=i,  on  aura  a?=:*l^|!}.  Cette 

valeur  étant  facile  à  construire,  puisque  c'est  une  qua- 
trième proportionnelle  aux  lignes  2  (6 — a),  h  et  S — 
2a,  le  problème  est  r^iK^Itt» 

PROBLÈME. 

361.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  propose  d*inscnre  dans 
ce  triangle  un  rectangle  dont  la  surface  soit  un  maximum. 

FiG.  322.  —r  Supposons  le  problème  résolu,  et  PQR8 
le  rectangle  demandé.  Soient  6  et  A  la  base  et  la  hau- 
teur du  triangle  donné,  a;  et  y  les  deux  dimension?  dfl 
rectangle.  Sa  surface  sera  œy=^m  (1). 

Les  deux  triangles  ABC  et  APQ  étant  semblables,  oq 
^ura  BC:PQ::AH:A0,  onblyy.hlh—x.i^oiihy^: 
hh — bx;  de  cette  équation  on  tire  y  ==i^.  Portfiat 
cette  valeur  dans  (1),  il  vient  x  X  ^nr^=»n,  ou  hhx — 
6aj*=fnA,  oua? — hx+^^o.  On  tire  de  cette  éqi|a* 

tion  du  second  degré  «?==  ï±:  ^^T — T?- 

Pour  que  les  valeurs  de  Ot^oient  réelles,  il  faut  qu'on 

ait=i^<^,  ou?^<î;d'oùw5T- 
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Ainsi,  la  valear  maximum  que  peut  avoir  la  surface 
du  rectangle  est  -,  c'est-à-dire  la  moitié  de  la  surface 
du  triangle,  et  elle  correspond  au  cas  où  la  hauteur  du 
rectangle  est  égale  à  sa  base  et  à  la  moitié  de  la  hau- 
teur du  triangle  donné  ÂBC. 

Pour  construire  le  rectangle  maximum,  on  prendra 
donc  ÂOi=~,  par  le  point  O  on  mènera  une  parallèle 
à  BC,  et  des  points  P  et  Q  on  abaissera  des  perpendi- 
culaires sur  BC  ;  on  formera  ainsi  le  rectangle  maximum 
PQRS  que  Ton  peut  inâ^rire  dans  le  triangle  ÂBC. 

PROBUtaiB. 

362.  On  propose  de  déterminer,  parmi  tous  les  triangles  rec- 
tangles ayant  même  périmètre  P,  celui  pour  lequel  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  de  Tangle  droit  sur  lliypo- 
thénuse  est  un  maximum. 

FiG.  323.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
ÂBC  le  triangle  rectangle  demandé.  Désignons  par  x, 
y  et  z  ses  trois  côtés,  on  aura  d'abord  entre  x^  y  et  z 
les  deux  équations  a;-f-y-|-J5=|i,  a5»  +  y*=a*.  Si  en- 
suite on  abaisse  AH  perpendiculaire  sur  Thypothénuse, 
les  deux  triangles  semblables  ABC  et  AHC  donneront  la 
proportion  AH; AB;:AC: BC,  ou  Milxy.y'.z;  d'où 
AH=^.  Ck)mme  AH  doit  être  un  maximum,  nous  po- 
sons 3^=  m,  et  nous  avons  entre  x,  y  et  2  les  trois 
équations 

x+y  +  z=p{i), 

X«  +  y«  =  j5*(2), 

^=m(3). 


L 
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Multiplions  les  deux  membres  de  la  troisième  par  2, 
et  ajoutons-la  à  l'équation  (2),  nous  auronsx^+y'-f* 
2ây=js*  +  2mjs  (4).  Pareillement,  si  après  avoir  mul- 
tiplié par  2  les  deux  membres  de  Téquation  (3),  on  la 
retranche  membre  à  membre  de  l'équation  (2),  il  vient 
X*  +y* — 2a;y=:j8« — 2fnz  (5).  Les  équations  (4)  et  (5) 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(«  +  y)*=«'  +  2m5;, 
{x — y)*=»* — 2inz- 
En  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres 
de  ces  équations,  il  vient 

aï— y=±l^«*-— 2mj8; 

d'où  rC  —  ^\/z*^2na^V:f^2ms    ^ :±^\/z'-^2mi=fVz'^m% 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  devant  être  réelles ,  il  faut 
qu'on  ait  z*>2fnz,  oujs>2m;  d'où  enfin  m<|.  Ainsi, 
la  valeur  maximum  que  puisse  avoir  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle sur  l'hypothénuse  est  égale  à  la  moitié  de  cette 
hypothénuse.  Cette  valeur  maximum  correspond  évi- 
demment au  cas  où  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  sont 
égaux  ;  car  dans  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de 
xet  de  y,  le  second  radical  disparaissant,  il  reste  x=y 
_.\/?^m.  si  dans  cette  valeur  de  x  et  de  y  on  fait  2m 
=  z,  il  vient a;=y=4^=if^=^- 

Mettons  maintenons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1), 
elle  deviendra  ^  +  ^+2=1),  ou  z  +  z+z^i—p 
\n.  ou  z  (2  +  ^/l)=p^/l;  d'où  «=^.  Par  consé- 
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qveDt  0?= J5^  1  et  y = ^^^.  Telles  sont  les  valean  des 
trois  câtés  d'un  triangle  rectangle  isocèle  en  fonctiao  du 
périmètre. 

THÉORÈME. 

363.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés, 
est  égale  à  n  fois  le  carré  de  la  distance  de  ce  point  an  cen- 
tre du  polygone,  plus  n  (bis  le  carré  du  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

FiG,  324.  —  Nous  allons  examiner  successivement 
deux  cas  :  supposons  d'abord  que  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  soit  pair,  que  ce  soit  par  exemple  l'hexa- 
gone régulier  A.BCDEF.  On  sait  que  dans  le  cas  d'un 
polygone  régulier  d'un  nombre  de  côtés  pairies  sommets 
opposés  se  trouvent  aux  extrémités  d'un  même  diamètre 
du  cercle  circonscrit.  Si  dope  on  désigné  par  R  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  polygone,  les  différents  triangles 
SAD,  SBE  et  SCF  nous  donneront,  d'après  un  théorème 
connu, 

sr-i-sn=2So+2R', 

SB  +  SE=2S5V2R*, 

ScVsfU2SÔ  +  2R*. 
En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  ytenl 

slV  SB  +  se  +  85"+  SÊV  s"f  =  6  SO  +  6  K\ 
Supposons  maintenant  que  le  polygone  proposé  ait 

un  nombre  de  côtés  impair,  que  ce  soit  par  exemple  le 

triangle  équilatéral  BFD. 
Si  nous  divisons  en  deux  parties  égales  Iq9  V^  W^ 
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tendus  par  les  côtés  de  ce  polygone,  et  que  nous  joi- 
gnions les  points  de  division  aux  sommets  du  polygone 
BFD,  pous  obtiendrons  un  polygone  régulier  d'un  nom- 
bre de  côtés  pair,  et  double  du  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone proposé ,  ce  sera  dans  le  cas  que  nous  considérons 
l'hexagone  ÂBCDËF ,  et  nous  aurons ,  d'après  ce  que 

—2  —2  —2  ^2  — « 

nous  venons  de  démontrer,  S  A  -f-  SB  +  SC  +  SD  +  SE 
SF=:6SO  +  6R*. 

MaisSB+SF4-SDz=SA+SC+SÊ;  donc  il  vient 
a(SB  +  SF  +  SD)=6s5  +  6R;  et  par  conséquent 
SB+SF  +  SD  =  3SO+3R;c.  g.  ^.  d. 

PROBLèttB. 

364.  Trois  circonférences  de  cercle  étant  données  de  grandeur 
et  de  position  sur  un  plan,  trouver  sur  Tune  d'elles  le  point 
oâ  l'observateur  devrait  être  placé  pour  voir  sous  des  apgles 
égaux  les  deux  autres  circonférences. 

FiG.  325.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
A  le  point  de  la  circonférence  I  qui  satisfait  à  la  ques- 
tion, menons  de  ce  point  des  tangentes  aux  deux  cir- 
conférences O  et  C,  l'angle  PAQ,  formé  par  les  tangentes 
menées  du  point  A  à  la  circonférence  O,  sera,  par  hypo- 
thèse, égal  à  Tangle  SAR,  formé  par  les  tangentes  me- 
nées du  point  A  à  la  circonférence  C  ;  donc  l'angle  PAO, 
moitié  de  l'angle  PAQ,  sera  égal  à  CAR,  moitié  de 
SAR  ;  les  deux  triangles  rectangles  PAO  et  CAR  seront 
ime  semblables,  qt  qn  aura  la  proportion  OA:CA*: 
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OPiCR.  Ainsi  le  point  A  est  tel,  que  ses  distances  aux 
centres  des  circonférences  O  et  C  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  des  rayons  de  ces  circonférences;  donc  le 
point  A  est  à  l'intersection  de  la  circonférence  I  avec  le 
lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs  distances  aux 
points  O  et  C  soient  dans  le  rapport  des  rayons  OP  et 
CR.  Le  point  A  se  trouve  donc  bien  déterminé*  et  le  pro- 
blème peut  être  regardé  comme  résolu. 

THÉORÈHB. 

o65.  Tout  polygone  a  un  centre  des  moyennes  distances,  c'est- 
à-dire  qu'il  existe  dans  un  polygone  un  point  tel,  que  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  ce  point,  sur  un  plan  ou  une  droite, 
soit  la  moyenne  arithmétique  entre  les  perpendiculaires 
abaissées  de  tous  les  sommets  sur  ce  plan  ou  sur  cette 
droite. 

FiG.  326,  —  Soit  ABCD,  etc.,  un  polygone  quel- 
conque, menons  des  sommets  de  ce  polygone  des  per- 
pendiculaires sur  un  plan  XY,  et  abaissons  aussi  sur  ce 
plan  des  perpendiculaires  des  milieux  des  côtés.  Dési- 
gnons para,  6,  c,  d,  etc.,  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  sommets  A,  B,  C,  D,  etc.  du  polygone,  et  par 
a,  h\  c,  (f,  etc.,  les  perpendiculaires  abaissées  des 
milieux  A',  B',  C,  D'  des  côtés  du  polygone  proposé,  il 
est  facile  de  voir  qu'on  aura  a  =^,  6'=^,  c  = 
^,  cr=^%  e  =^,  f=if^.  et  en  ajoutant  ces 
égalités  membre  à  membre,  il  vient  a+ô'+c  +  cT... 

Donc  déjàt  dans  le  polygone  proposé,  la  somme  des 
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perpendicnlaires  abaissées  des  sommets  est  égaie  à  la 
somme  des  perpendiçalaires  abaissées  des  sommets  du 
polygone  Mb'CD\  etc.,  milieux  desc6tés  du  polygone 
primitif.  On  fera  voir  de  même  que  la  somme  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  sommets  du  polygone  MB'C 
D'Ef  est  égale  à,  la  somme  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  sommets  du  polygone  M'R''CD''E^  qu'on  ob- 
tient en  joignant  deux  è  deux  les  miliaix  des  cétés 
du  polygone  MB'CD'E\  et  ainsi  de  suite. 

Or,  le  polygone  allant  sans  cesse  en  diminuant,  les 
cAtésse  rapprochent  sans  cesse  ;  donc  à  la  limite,  le  po- 
lygone proposé  se  changera  en  un  polygone  d'un  même 
nombre  de  cêtés,  mais  de  cAtés  infiniment  petits  ;  par 
conséquent  il  finira  par  se  réduire  à  un  point,  et  ses 
cêtés  se  confondront  ainsi  que  ses  angles  ;  donc  la  somme 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  de  ce  poly- 
gone, infiniment  petit,  pourra  être  regardée  comme 
étant  égale  à  la, perpendiculaire  abaissée  de  ce  point 
répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  sommets  dans  le 
polygone  proposé,  et  comme  elle  ne  cesse  pas  d'être 
égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  de  ce  polygone ,  il  en  résulte  que  la  perpen- 
diculaire  abaissée  de  ce  point  sera  égale  à  la  somme 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  polygone 
divisée  par  leur  nombre ,  c'est-à-dire  à  leur  moyenne 
arithmétique  ;  donc ,  tout  polygone  a  un  centre  des 
moyennes  distances. 
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TflioftÈn. 

366.  On  divise  le  côté  ÀD  d'un  trapèze  ÂBCD  en  deux  parties 
AK  et  RD  dans  le  rapport  ûemkn,  par  le  point  K  on  mène  KÉ 
parallèle  aux  bases,  et  on  propose  de  démontrer  qu'on  a  ËH 


FiG.  327.  —  Tirons  la  diagonale  AC  qui  coupe  RH 
au  point  O,  nous  aurons  alors  KOlDC::AK;AD  tt 
OH:AB::CH:CB.  Par  hypothèse  on  a  AK;KD:: m:n, 
ontiredelà  AK:AK  +  KD,  ou  AD::m;m+n;  dwê 
il  vient  KOlDC: :m;m  +  n,  d'où  K0=^. 

On  a  également DK:AD::CH:CB::n;m-ffi;  dont 
il  vient  0H;AB::n:m4-n;  d'où  0H=|^. 

En  ajoutant  ces  deux  valeurs  de  KO  et  de  OH,  on  I 


THÉOniMB. 

367.  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  d*Ofl 
triangle  ABC  sur  un  plan  qui  laisse  tous  les  sommets  dil 
triangle  d'un  même  côté,  est  moyenne  arithmétique  entre 
les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  sommets  du  triangle 
sur  ce  plan. 

FiG.  328.  —  Joignons  en  effet  le  sommet  A  du  trian- 
gle au  point  M,  milieu  de  la  base  BC  ;  nous  savons  que 
le  centre  de  gravité  du  triangle  se  trouve  sur  cette  dreita 
AM  en  un  point  O  tel,  qu'on  a  OM;  AO  :  :  1  ;  2  ;  donc, 
d'après  le  théorème  précédent,  le  trapèze  AA'M'M  don- 
nera 00=^^^^^.  D'ailleurs  le  trapèze  BB'CC  donne 
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2MM'  =  BB'+CC  ;  donc  en  substituant  on  aulu  OCf 

THÉORÈME, 

M8«  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravilé  d'une 
pyramide  triangulaire  sur  un  plan  inférieur,  est  moyenne 
arithmétique  entre  les  perpendiculaires  abaissées  des  quatre 
sommets  de  la  pyramide  sur  ce  plan. 

FiG.  329.  —  SoitSABC  une  pyramide  triangulaire, 
on  sait  que  pour  avoir  son  centre  de  gravité  il  faut 
joindre  le  sommet  C  au  point  M,  milieu  de  Taréte  AB, 
prendre  sur  CM  un  point  O  tel,  qu'on  aitOMiOC:: 
1  ;2,  joindre  le  point  O  au  sommet  S,  et  prendre  sur  la 
ligne  OS  un  point  G  tel,  qu'on  ait  0G:SG::1;3.  Le 
point  G  est  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide.  Cela 
posé,  abaissons  sur  le  plan  des  perpendiculaires  des 
quatre  sommets  de  la  pyramide,  ainsi  que  des  points 
G,  O  et  M.  Le  trapèïe  SS'O'O  nous  donnera  GG'  = 
Éi±lS2L^  et  le  trapèze  MM'CC  nous  donnera  00'  = 
^^nm[^  ;  d'où  3.  00'=:CC +  2MM'.  Enfin  le  trapèze 
AA'BB'  nous  donnera  xMM'  =2^^^!:^  ;  d'où  2  MM'  =  AA' 
4-  BB'  ;  donc  par  la  substitution  ,  il  viendra  GG'  = 
.^4:cc>H-AA^+BB^  ;  c.  g.  f.  d. 

PROBLÈME. 

369.  On  propose  de  déterminer  le  rapport  qui  existe  entre  le 
segment  compris  entre  la  circonférence  et  le  côté  de  l'bexa- 
gone  régulier  inscrit,  et  le  segment  compris  entre  la  circon- 
férence et  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le 
même  cercle. 

Fi6.  330.  —  Désignons  par  B  le  segment  compris 
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entre  la  circonférence  et  le  c6té  de  l'hexagone  régulier 
inscrit,  et  par  A  le  segment  qui  correspond  au  triangle 
équilatéral  inscrit.  Il  est  facile  de  voir  que  la  surface 
du  cercle,  diminuée  de  la  surface  de  l'hexagone  régu- 
lier, est  égale  à  6  B,  et  que  la  surface  du'cercle,  dimi- 
nuée de  la  surface  du  triangle  équilatéral,  est  égale  à 
3  A.  Comme  on  connaît  la  surface  du  cercle,  qui  est 
ttR*,  nous  allons  calculer  les  surfaces  de  Thexagone  ré- 
gulier inscrit  et  du  triangle  équilatéral  inscrit,  et  il  nous 
sera  ensuite  facile  de  déterminer  le  rapport  demandé. 

On  sait  que  la  surface  de  l'hexagone  inscrit  est  égale 
à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié  de  son  apo- 
thème, et  que  le  côté  de  l'hexagone  régulier  inscrit  est 
égal  au  rayon  ;  donc  la  surface  de  l'hexagone  sera  6R 
X  T .  ou  3  R  X  01  ;  mais  OI=Kr«_ç=5(/3;  donc 
la  surface  de  l'hexagone  est  égale  à  3  R  X  l/S*  ou  à  ^R* 
|/3.  Nous  aurons  donc  tr  R* — |  R*^^= 6  B  ;  d'oà  on  tire 

La  surface  du  triangle  équilatéral  est  égale  à  sa  base 
multipliée  par  la  moitié  de  sa  hauteur,  c'estp-à-dire  à 
AC  X  ?  ;  mais  AC=  R  (/a,  et  le  triangle  rectangle  AEM 
donne  pour  EM  l'expression  EM  =  |/(RI^)* /"^v^ 

^^l^3R' — ?£!=^;  donc  la  surface  du  triangle  équi-^ 
latéral  est  égale  à  5kl x  ^=^y^.  Nous  aurons  donc 
^R««.2:^/3  =  3A;  d'où  on  iiTeK=^^^=^^^^^^^^, 
(itr— 3/3).  Le  rapport  des  deux  segments  est  donc  { 

En  retranchant  l'une  de  l'autre  les  valeurs  des  deux 
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segments,  oo  trouverait,  pour  la  différence  de  ces  deux 
segments,  A — B=^=^\  c'est-à-dire  la  sixième 
partie  de  la  surface  du  cercle. 


PROBLÈME. 

570.  Deux  droites  indéfinies  XX',  TY'  étant  données  de  posi- 
tion, trouTcr  le  lien  géométrique  des  points  A  tels,  qu'en 
menant  des  droites  AP,  AQ,  qui  forment  avec  XX'  et  YY'  des 
angles  donnés  «  et  ?,  les  longueurs  AP  et  AQ  soient  dans  le 
rapport  constant  de  deux  lignes  connues  m  et  n. 

FiG.  314.  — Supposons  ie  problème  résolu,  et  soient 
A  et  a  deux  points  quelconques  du  lieu.  Comme  les  li- 
gnes ÂP  et  ap  font  avec  la  ligne  XX'  des  angles  égaux 
à  l'angle  donné  a,  il  s'ensuit  que  ces  lignes  sont  paral- 
lèles ;  il  en  est  de  même  des  lignes  AQ  et  aq  qui  font 
avec  YY^  un  même  angle  ^  ;  de  plus  on  a ,  par  hypo- 
thèse, kV:kQ::m:net  aplaqllmln;  d'oii  AP;AQ:; 
aplaq;  si  donc  on  tire  les  lignes  PQ  etpq,  les  triangles 
APQ  et  apq  seront  semblables  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels  ;  donc  les  angles 
QPA  et  qpa  sont  égaux ,  et  les  droites  PQ  et  pq  sont 
parallèles  ;  on  a  donc  OP  :  Op  :  :  PQ  [pq  :  ;  PA  Ipa  ;  d'où 

0P:0p::PA:j>a. 

Les  triangles  OPA  et  Opa  sont  donc  semblables 
comme  ayant  un  angle  APO=apO  compris  entre  côtés 
proportionnels  ;  les  angles  AOP  et  aOp  sont  donc  égaux  ; 
les  trois  points  A,  a  et  O  sont  donc  en  lig<ne  droite. 

Par  conséquent,  tons  les  points  du  lieu  cherché  se 
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trottvwt  WT  \in%  droite  qui  pawe  par  TiatorMetieii  O 

FiG.  315.  —  Pour  construire  )e  liçu  géçmétriqii« 
demandé,  on  tire  des  droites  SS',  RR'  qui  forment  avec 
XX\  YY  les  angles  donnés  a  et  p  ;  à  partir  des  points 
N  et  M,  où  ces  droites  rencontrent  les  droites  données, 
on  prend  des  longueurs  ]NT  =  met  MV  =  n;  par  les 
points  T  et  V  on  tire  des  parallèles  TT,  VV  à  XX'  et 
YV  ;  l'intersection  ^  des  droites  TT,  W  sera  un  des 
points  du  lieu  demandé  ;  car  en  menant  par  À  des  pa- 
rallèles AP  et  âQ  aux  lignes  SS'  et  RR\  ces  parallèles 
formeront  les  angles  a  et  ^  avec  les  droites  donoées 
XX',  Yr,  et  on  aura  AP=TN=m,  AQ=MV:^n; 
d'où  AP;AQ:: tnin. 

La  droite  OA^  menée  par  les  points  connus  0  et  A^ 
sera  donc  le  lieu  géométrique  demandé. 
^  La  question  proposée  admçt  une  seconde  solution  -, 
car,  en  prenant  MI\'=n,  et  en  tirant  une  parallèle  fV'A.' 
à  yy,  qui  rencontre  TT  en  A',  il  eçt  facilç  dQ  vQÎr^  p«ir 
des  raisonnements  analogues  aux  précédent^,  que  tona 
les  points  de  la  droite  0A\  menée  par  0  et  Ai  jouissent 
de  la  propriété  demandée. 

PROBLÈME. 

iPi.  Daux  droites  indéfinies  XX',  YY' étant  donnto  do  podtion, 
déterminer  le  lieu  géométrique  des  points  A  tols,  qu'^n  mè* 
nant  les  perpendiculaires  AP  et  AQ  aux  droites  XX',  YT,  l? 
Aomme  des  produits  de  ces  perpendiculaires  par  les  lignes 
connues  m  ol  ti,  aoit  égale  à  un  carré  donné  p*. 

FiG.  816.  '^^  Il  s*agit  de  satisfaire  à  la  condition 
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m  X  AP  4*  H  K  tiQs^p^.  font  ramener  c^tte  qu«stiaii 
à  lu  pr4eé4ente,  on  prolonge  la  droite  AP  au-dessuf  d^ 
point  A,  et  on  prend  une  distance  PR  déterminée  par 
la  proportion  m:p::p:PR,  de  sorte  que|>'=mXPR. 
II  ne  s'agit  pins  que  de  satisfaire  à  la  condition  mX 
AP+nX AQ  =fnXPR;  d'où  nXAQ=m  (PR— AP) 
=fnXAR,  ou  AQ:AR::m:n.  Par  conséquent,  si  Ton 
tire  par  le  point  connu  R  une  parallèle  CD  à  XX',  la 
question  sera  réduite  à  déterminer  le  lieu  géométrique 
des  points  A  tels,  qu'en  menant  les  perpendiculaires  AQ, 
AR  aux  droites  indéfinies  YV,  CD,  les  longueurs  de  ces 
perpendiculaires  soient  dans  le  rapport  constant  des  li- 
gnes connues  m  et  n.  Nous  avon»vu  que  le  lieu  demandé 
est  le  système  de  deui  droites  qui  passent  par  le  point 
(y,  et  BOUS  avons  indiqué  le  moyen  de  construire  ces 
droites. 

jPROBLtMB. 

372.  Un  triangle  ABC  étant  donné,  on  propose  de  diviser  sa  sur- 
face par  une  parallèle  PQ  à  la  base  BG,  en  moyenne  et  extrême 
raison;  c'est-A-dire  de  manière  que  la  surface  du  trapèze 
PBCQ  soit  moyenne  proportionnelle  entre  eelle  du  triangle 
total  ABC,  et  celle  du  petit  triangle  APQ. 

FiG.  322.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
PQ  la  parallèle  à  BG  qui  répond  a  la  question.  Désignons 
par  b  la  base  BC  du  triangle  ABC,  par  h  sa  hauteur  AH, 
par  X  la  hauteur  OH  du  trapèze,  et  par  y  la  parallèle 
PQ.  La  hauteur  AO  du  triangle  APQ  sera  h — x  ;  de  porte 
que  la  surface  du  triangle  donné  ABC  sera  ^,  celle  du 
petit  triangle  APQ  sera  ^^'^^ ,  et  la  surface  du  trapèze 
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sera  î{b+y).On  aura  donc ,  d'après  Khypothèse ,  tI  î 
(6  +  y)  :  :  f  (ft  +y)lï  (* — ^)  ;  proportion  d'où  on  tire 
x'{b+yy=bhy{h-x){l). 

Pour  avoir  une  seconde  relation  entre  ies  inconnues 
X  et  y,  on  remarque  que  les  triangles  ABC  et  APQ  sont 
semblables  et  donnent  la  proportion  BCl  PQ  :  :  AH;  AO, 
ou  b:y::h:h—x;  d'où  hy=b  {h—x)..,  {2). 

Si  Ton  met  Ay  à  la  place  de  5  {h — x)  dans  le  second 
membre  de  Téquation  (1) ,  il  vient  x*  (6+y)*=fc*y*; 
d'oùa;(6-4-y)=fty..-  (3). 

On  tire  de  cette  équation  (3)  la  valeur  y=j^9  et  en 
la  substituant  dans  l'équation  (2),  il  vient  jf^=6(* — x)j 
o\ihx={h — xy...  (4^. 

On  pourrait  résoudre  cette  équation  du  second  degré, 
et  construire  ensuite  la  valeur  de  x  ;  on  déterminerait, 
par  ce  moyen-là,  la  position  de  la  parallèle  PQ;  mais 
on  peut  s'en  dispenser,  parce  que  si  l'on  met  dans  l'é- 
quation (4),  à  la  place  de  A,  a;  et  h — x  les  lignes  AH, 
OH  et  AO,  queces  quantités  représentent,  il  vient  AH  X 

—2 

OHf=  AO ,  ce  qui  indique  que  AO  est  le  plus  grand  seg- 
ment  de  la  hauteur  du  triangle  ABC  divisée  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

'  Ainsi ,  pour  résoudre  la  question  ,  il  faut  diviser  la 
hauteur  du  triangle  donné  en  moyenne  et  extrême  rai- 
son, porter  sur  cette  hauteur,  à  partir  du  sommet,  le 
plus  grand  segment  obtenu,  et  mener  par  le  point  O , 
ainsi  déterminé,  une  parallèle  PQ  à  la  base  BC.  Cette 
parallèle  répond  à  la  question. 
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PROBLÈME. 

373.  On  doDoe  une  circonférence  0  et  un  diamètre  AB;  aux 
deux  extrémités  A  et  B  de  ce  diamètre  on  élève  des  perpendi- 
culaires sur  lesquelles  on  prend  des  distances  AG  et  BD  res- 
pectivement égales  à  a  et  by  on  joint  les  points  G  et  D  par  la 
droite  CD  qui  rencontre  généralement  la  circonférence  eu 
deux  points  M  et  M'  ;  par  un  de  ces  points  M  on  élève  MQ 
perpendiculaire  sur  CD  et  qui  rencontre  le  diamètre  en  un 
point  Q  ;  on  propose  de  déterminer  la  relation  qui  existe  en- 
tre les  deux  segments  AQ  et  QB  du  diamètre  et  les  longueurs 
a  et  6  des  perpendiculaires  AG  et  BD. 

FiG.  298.  —  Du  point  M  abaissons  MP  perpendicu- 
laire sur  ÂB,  et  par  le  point  C  menons  CK  parallèle  à 
AB.  Posons  \P=a?,  MP=y,  ÂQ=«et  AB=d.  D'à- 

—2 

près  un  théorème  connu  nous  aurons  MP=ÂP  X  PB, 
ony*=x{d — x)  (1).  Les  triangles CMH  et CDK  étant 
semblables,  nous  anrons  la  proportion  MH:CH::DK 
:CK,ony—<i:x::bx-a:djOud{y~a)==:x{b—a){2). 
Enfin  les  triangles  CKD  et  MPQ  étant  semblables  comme 
ayant  leurs  côtés  réciproquement  perpendiculaires,  don- 
nent la  proportion  MP:CK::PQ:DK,  ou  yidru— 
x:b—a;  d'oùy  (6— a)==d(«— x)  (3). 

Si  on  élimine  x  et  y  entre  ces  trois  équations,  on  ob- 
tient pour  équation  finale  z  {d — z)^=aXb.  De  là  on 
conclut  que  le  rectangle  des  deux  segments  du  diamètre 
est  égal  au  rectangle  des  perpendiculaires  élevées  par  les 
extrémités  du  diamètre. 
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FkOAlÈltlE. 

374.  ÉMAt donnés  les  quatre  côtés  d'un  ^uàdriUtère  i&9erit>tibtè, 
trouver  les  diftgonâiei. 

Pm.  299.  —  Soit  ABGD  un  quadrilatère  inscriptible  ; 
faisons  AB=a,  BC=6,  CD=c,DA=(l,  AC=«, 
BD2=y«  Si  nous  supposons  que  Tangle  ABC  soit  aigu, 
l'angle  ADC  sera  obtus  et  égal  au  supplément  de  Tangle 
ABC  ;  d'oii  il  suit  que  si  nous  prolongeons  CD ,  Tangle 
ADQ  sera  égal  à  ABC. 

Si  nous  abaissons  les  perpendiculaires  CP  et  AQ,  les 
triatigles  BCP  et  ADQ  seront  semblables  et  donneront 
la  proportion  BP:DQ::&:d;  d'où  on  tire  d  X  BP==ï> 
XDQ...(1). 

Mais  le  triangle  ABC,  dans  lequel  Tangfè  B  est  aigu, 
donne,  d'après  un  théorème  connu,  a;*=a*  +  6*— 2a 
XBP,  et  le  triangle  ACD,  dans  lequel  l'angle  D  est 
obtus,  donne  a:'  =:c'  rhd*  +  2c  X  DQ.  On  tire  de  ce» 
deuK  relations  BP=2i^^et  00=^^:^,  et  en 
mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1) ,  il  vitnt  cd 
(a* +  6' — x*)=zab{a:^ — c* — d*)  ;  d'oik  ou  tire  pour  m 
la  valeur  x  =  i/«*c^-+^'crf-*-g^c*-Hin''  _  %/uc {a<i-Hfc)-H/'cfirHïSd^ 

— ^ i/pcIôrfH-^ ) -hhd jùc-Hid) ,-^  tAâc^fbd)iaf1rk-hc) 
^^"^  alH-rd  ^  ab-¥cd  * 

Si  Ton  cherche  l'autre  diagonale  BD  ou  y,  il  est  clair 
^ue  les  calculs  seront  les  mêmes  que  les  précédents,  avec 
cette  seule  différence  que  a,  6,  c ,  à  seront  remplacés  pa^ 
6,  c,  d  et  a. 

En  faisant  donc  ces  changements  dans  la  formule  ci-' 
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«iflSBUl,  on  «un  pouf  U  yftleur  de  y ,  y  sît  i,^(5Eg|^. 

Corùllain  !<.  Si  l'on  multiplie  les  dingônaies  Tone 

parFautre.  on  trouve  xy=V^^^^^^i=ac 

Donc  dans  tout  quadrilatère  inscrit ,  le  rectangle  des 
diagonales  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés 
opposés.  C'est  un  théorème  que  nous  connaissons  déjà. 

Corollaire  2.  Si  l'on  prend  le  rapport  de  ces  mêmes  . 
diagonales,'  on  trouve|=|/I^  =2^. 

Donc  dans  tout  quadrilatère  inscrit  les  diagonales  sont 
entre  elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés 
qui  aboutissent  à  leurs  extrémités.  C'est  un  théorème 
que  nous  connaissons  aussi. 

PàOBLÈllB. 

575.  Dans  le  quadrilatère  inscrit  Â6DG,  et  dans  lequel  les  deux 
angles  opposés  B  et  C  sont  droits,  étant  donnés  les  deux  côtés 
AB  et  AG  avec  Tangle  compris  BAC,  trouver  les  deux  autres 
côtés  et  la  diagonale  AD  qui  joint  les  doux  angles  inégaux. 

FiG.  300.  —Soient  ÀC=6,  ABuzcetFangleBAC 
s^A;  si  l*on  prolonge  BD  et  AC  jusqu'à  leur  rencon- 
tre en  B,  le  triangle  BAE,  rectangle  en  B,  et  dans  le- 
quel on  connaît  l'angle  BAE=^A  et  le  cdté  AB,  don- 
nera AB:=sAE  cos.  A,  ou  c=AE  cos.  A;  d'où  AE  = 
^  ;  doncCE  =  AE— AC=sh — 6.  Ensuite  le  trian- 
gle DGE,  rectangle  en  G,  et  dans  lequel  on  connaît  Tàn- 
gle  CDEss:  A  *t  le  côté  CE,  donnera  CD=::  CE  X  cot.  A 
=(5à-*)Xcbt.  A=^=ââ=*  Xcot.  A=£^S^X TA 
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=^^^ofr •  On  trouverait  de  la  même  manière  BD  = 
-=^^.  Telles  sont  les  valeurs  des  deux  côtés  cherchés 
du  quadrilatère. 

De  là  résulte  la  diagonale  AD=Kic*+DC*= 

i/î^«~  î~ro^  eo$JÏ\i  — -  V^^Ji».'ArH^'c»<.'A-hg'— 2»c  cos,A 
■^  *'   "T"  \"  ùn.K     )   JSnûi 

y/y-f-g'— ^ito  coi.k  _ 

*t«.A 

Mais  on  sait  que  dans  un  triangle  rectiligne  quelcon- 
que, le  carré  d'un  cdté  est  égal  à  la  somme  des  carrés, 
des  deux  autres ,  moins  leur  double  produit  multiplié 
par  le  cosinus  de  l'angle  compris  ;  on  aura  donc  dans  le 

triangle  ABC,  BC=J^'+c^^26ccôsl  A. 

Divisant  Tufte  par  l'autre  les  valeurs  des  diagonales 

AD  et  BC,  il  vient  Bc  =  5SrÂ'  ^  W  «pprend  qie  la 
diagonale  AD,  qui  joint  les  deux  angles  obliques,  est  à 
la  diagonale  BC  qui  joint  les  deux  angles  droits,  dans 
le  rapport  de  1  à  sin.  A. 

PROBLÈME. 

376.  Exprimer  la  surface  d'un  triangle  en  fonction  de  deux  côtés 
et  du  sinus  de  Tangle  compris. 

Fi6.  315.  — ^  On  sait  que  la  surface  d'un  triangle  est 
égale  à  la  moitié  du  produit  de  sa  base^par  sa  hauteur; 
on  a  donc  S  =ÎBC  X  AH  ;  mais  en  vertu  d'un  théorème 
connu^  le  triangle  rectangle  ABH  donne  AH=  AB  X 
sin.  B;donconaS  =  sBC  X  ABX  sin.  A,  ce  qui  indi- 
que que  la  surface  d'un  triangle  est  égale  à  la  moitié  du 
produit  de  deux  de  ses  côtés  multiplié  par  le  sinus  de 
l'angle  qu'ils  comprennent. 
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PROBLÈME. 

577.  Exprimer  la  surface  d'un  quadrilatère  quelconque  en 
foDction  de  ses  diagonales ,  et  du  sinus  de  Tangle  qu'elles 
forment  entre  elles. 

FiG.  290.  —  Soit  ÂBCD  un  quadrilatère  quelcon- 
que ;  sa  surface  est  égale  à  la  somme  des  surfaces  des 
triangles  AOD,  DOC,  GOB  et  AOB  qui  le  composent. 
Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  on  a 
AOD=:iAOxOD.sin.O, 
DOC=:iODxOC.sin.O, 
B0C=^0B.OC.  sin.O, 
AOB=Î.AO.  OBsin.O. 
Ajoutant  ces  quatre  égalités  membre  à  membre,  il  vient 
ABCD=isih.O(AO.OD+OD.OC+OB.OC+AO. 
OB)  =Jsin.  0  ((AO  +00  OD  +  (A0 -hOOOB))  =-; 
siu.  0.  ((AO  +OC)(OB+OD))  =iAC.  BD.  sin.  O. 

La  surface  d'un  quadrilatère  est  donc  égale  à  la  moi- 
tié du  produit  de  ses  diagonales  par  le  sinus  de  l'angle 
qu'elles  font  entre  elles. 

Corollaire.  Il  résulte  de  là  que  deux  quadrilatères, 
qui  ont  des  diagonales  égales  et  également  inclinées , 
sont  équivalents.  Nous  avons  du  reste  démontré  ce  théo- 
rème directement. 

THÉORÈME. 

378.  Dans  tout  polygone,  plan  ou  gauche,  la  projection  d'un 
côté  sur  une  droite  située  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace,  est  égale  à  la  somme  des  produits  des  autres  côtés 
par  les  cosinus  des  angles  qu'ils  font  respectivement  avec 
cette  même  droite. 

Fie.  301.  — Soit  ABCD  un  polygone  dont  les  côtés 
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sont  ou  ne  sont  pas  situés  dans  le  même  plan,  ÂZ  la  li- 
gne sur  laquelle  on  projette  le  côté  AD  ;  si  par  le  point 
Aon  conduit  un  plan  perpendiculaire  à  AZ,  que  par  le 
point  D  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  ce  plan,  cette 
perpendiculaire  sera  évidemment  égale  à  la  projection 
dont  il  s*agit.  Or,  si  par  les  points  B,  G  on  abaisse  les 
perpendiculaires  BR,  CQ  sur  ce  plan,  puis  que  Toq  t^ 
les  droites  AR,  BM,  CN  respectivement  perpendiculai- 
res à  BR,  GQ,  DP,  on  aura 

DP  =  DN+NP, 

NP=CQ=CM+MÔ, 

MQ=:BR. 

Ainsi,  DP=DN  +  CM  +  BR.  Or,  les  lignes  UN. 
CM,  BR,  sont  respectivement  égales  aux  côtés  DG, 
BG  et  A^B  multipliés  pas  les  cosinus  des  angles  qu'elles 
font  avec  ces  côtés,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les 
cosinus  des  angles  que  font  ces  mêmes  côtés  avec  la  droite 
à  laquelle  les  premières  sont  parallèles  ;  donc  lè  théo- 
rème est  démontré. 

THÉORiKE. 

S7d.  Dans  tout  parallélîpipéde  rectangle,  le  carré  d'une  dia- 
gonale est  égal  à  la  somme  des  carrés  contiguÈ  à  un  même 
angle. 

FiG.  302.  —  ABGDEFGH  un  pârallélipîpède  rectan- 
gle, DF  une  de  ses  diagonales.  Si  l'on  tire  BD,  oa  aura 

ûn  triangle  "PBD  rectangle  en  B,  qui  donnera  DF=BF 

^  BdI  maii  BD=BC+DO ,  poisquile  triaDgle  BDC 
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est  rectangle  ;  on  aura  donc  DF = BF  +  BC  +  DC:  Or, 

BF=DH,  BC==AD;  ainsi  DF=DhVadVdC; 

c,  jf.  f.  dt. 

THÉORÈME. 

380.  La -somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles,  que  fait  une 
droite  avec  trois  axes  rectangulaires,  est  égale  à  l'unité. 

€ar  si  la  droite  passe  par  l'origine  des  coordonnées, 
et  qu'on  prenne  sur  elle  un  {ioint  éloigné  de  cette  ori- 
gine d'une  quantité  égale  à  l'unité,  les  perpendiculaire^ 
abaissées  de  ce  point  sur  les  axes  y  détermineront  des 
parties  qui  seront  à  la  fois  les  cosinus  des  angles  que  fait 
Cette  droite  atec  les  trois  axes,  et  les  arêtes  contiguës 
d'aA  parallélipipède  rectangle  dont  une  des  diagonales 
Ht  l'unité.  Or,  en  veHu  de  ce  qui  vient  d'être  démon- 
tré, ié  carré  d'une  des  diagonales  d'un  parallélipi- 
pède rectangle  est  égal  à  la  somme  dés  carrés  des  afété^ 
contiguës  à  un  même  angle  ;  par  conséquent  la  somme 
des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  une  droite 
qui  passe  par  l'origine  avec  les  trois  axes ,  est  égale  à 
l'unité. 

Si  la  droite,  au  lieu  de  passer  par  l'origine,  n'y  pas- 
sait pas,  la  même  conséquence  n'en  aurait  pas  moins 
lieu,  puisque  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  sont  les 
mêmes  que  ceux  que  forme  une  droite  qui  passerait  par 
Fôrigine  et  qui  lui  serait  parallèle. 
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THEOREME. 


381.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles,  que  fait  un 
planayec  trois  autres  plans  rectangulaires,  est  égale  i  Tunité. 

En  effet,  l'angle  de  deux  plans  étant  égal  à  celui  que 
forment  les  perpendiculaires  menées  à  chacun  de  ces 
plans,  il  en  résulte  que  Tangle  que  fait  un  plan  avec  un 
des  trois  plans  perpendiculaires ,  est  égal  à  celui  que 
forme  uoe  droite  perpendiculaire  au  premier  avec  l'axe 
qui  est  perpendiculaire  au  second  ;  par  conséquent,  la 
somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  un  plan 
avec  trois  plans  perpendiculaires,  est  égale  à  celle  des 
carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  une  droite  perpen- 
diculaire à  ce  plan  avec  les  trois  axes;  or,  cette  somme 
est  égale  à  l'unité  ;  donc  la  somme  des  carrés  des  cosi- 
nus des  angles  qu'un  plan  fait  avec  trois  plans  rectangu- 
laires, est  aussi  égale  a  l'unité. 

THÉORÈME. 

58:2.  La  projection  d'une  figure  plane  sur  un  plan  est  égale  à 
Taire  de  cette  ligure  multipliée  par  le  cosinus  de  Tangle  que 
font  les  deux  plans. 

FiG.  303.  —  Soit  d'abord  un  trapèze  ABCD  dont  les 
côtés  parallèles  sont  perpendiculaires  à  l'intersection  de 
ces  deux  plans  ;  si  par  les  côtés  de  ce  trapèze  on  mène 
des  plans  perpendiculaires  au  plan  sur  lequel  on  projette, 
ils  détermineront,  par  leurs  intersections  avec  celui-ci  en 
la  commune  section  des  deux  plans,  deux  trapèzes  H6cG 
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et  HodG,  dont  la  différence  ofrcd  sera  la  projection  dont 
il  s'agit.  Or,  si  par  le  point  £,  milieu  de  GH,  on  mène 
E/*  parallèle  à  Gc,  Taire  du  premier  trapèze  sera  expri- 
mée par  GHxEf,  et  celle  du  second  par  GHxEK  ;  par 
conséquent  la  différence  des  deux  ou  Taire  ofrc  dsera  ex- 
primée par  GHx  (E^ — EK);  mais  si  par  le  point  E 
on  mèneEF  parallèle  à  GC,  les  droites  IR  et  F/*  seront 
perpendiculaires  à  Ef^  et  on  aura 

E/^=rEFXcos.FE/, 
ER=:TSIcos.¥Ef. 

Ainsi  Taire  abed—GUcos.  ¥EfX  (EF— EI)  =  GH 
XlF  COS.  ¥Ef;  mais  GH  XlF  exprime  Taire  du  trapèze 
ABGD,  COS.  FE/^est  le  cosinus  de  Tangle  des  deux  plans  ; 
par  conséquent  la  projection  d'un  trapèze,  dont  les  cA-  • 
tés  parallèles  sont  perpendiculaires  &  Titaitersection  com- 
mune du  plan  dans  lequel  il  se  trouve  et  du  plan  sut  le- 
quel on  projette^  est  égale  à  Taire  de  ce  trapèze  multi- 
pliée par  le  cosinus  de  Tangle  qu'ils  font  entre  eux. 

FiG.  304.  —  Considérons  maintenant  un  polygone 
quelconque  ABCDEF,  dont  la  projection  est  abcdef;  si 
des  angles  b  et  e,  dont  Téloignement  dans  le  sens  de  la 
commune  section  est  le  plus  grand,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  cette  commune  section ,  elles  formeront 
avec  les  côtés  du  polygone  o&ctfef  deux  autres  polygones 
GbaféR,  GbcdeU,  dont  la  différence  sera  Taire  abcdef; 
mais  ces  deux  polygones  étant  respectivement  les  pro- 
jections des  polygones  GBAFEH,  GBCDEH,  chacun 
d'eux  est  égal  à  celui  qui  lui  correspond  multiplié  par  le 
cosinus  de  Tnngie  des  deux  plans  ;  puisque  les  trapèzes 
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dtBs  ieflqnelB  ib  Mraient  dKconpofés,  en  dbtiaiMt  d« 
perpendicalairM  des  angles  mv  la  ooBii|i«ne  section^  ne 
seraient  autre  e^iose  que  les  projections  de  eeu  dans  1%^ 
quels  les  polygone^  correspondants  seraient  décomposés, 
en  opérant  sur  eux  de  la  même  manière  ;  par  oonséquent 
la  projection  d'une  figure  rectiligne  quelconque  sur  nn 
plan  est  égale  à  l'aire  de  cette  figure  multipliée  par  le 
cosinus  de  Tangle  qu'ils  font  entre  eux.  Il  reste  maii|te«> 
nant  à  démontrer  U  propositioq  pour  le  cas  où  la  figure 
qu'on  considère  serait  tern^jnée  par  une  courbe.  Dési- 
gnons par  P  cette  figure,  par  V  sa  projection ,  par  X 
et  Y  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  P,  par  X' 
et  Y  leurs  projections  ;  cela  posé,  on  aura,  en  vertu  de 
ce  qui  a  été  démontré  précédemment , 

r=Ycos.cç. 

Mais  les  polygones  X'  et  V,  par  leur  natnrf,  devant 
toujours  comprendre  la  figure  F,  et  pouvant  d'aillewi 
ipprocMr  de  cette  figure  de  manière  à  avoir  a^ec  elle 
une  différence  plus  petite  qu'une  quantité  donnée,  quel** 
que  petite  qu'elle  soit,  il  en  résulte  que  l'expresiion  de 
P'  est  la  seule  qui  puisse  toujours  être  comprise  autre 
celle  de  X'  et  de  Y',  c'esl>4wiire  entre  X  eoe,  a  et  Y 
eos.  a.  Or,  cette  quantité  ne  peut  être  que  P  cos.  #(• 
puisque  P  est  la  seule  qui  puisse  toujours  se  trouver 
tirt  X  at  Y  ;  par  conséquent  P'sr  P  oos.  a. 
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383.  U  Bomme  dç$  carrée  de?  projecUong  d'u^Q  flgyro  pU^eevr 
trois  plans  reçtaQgulaires  çst  égal^  au  carré  de  t-aire  de  cette 


En  effet,  si  Ton  désigne  par  P  cette  figure,  par  F, 
P*  et  P^  ses  trois  projections  sur  les  trois  plans,  çt  p^r 
a,  |3  et  }^  Içs  angles  que  fait  le  plap  dç  cette  figurç  avec 
ces  trois  plans  ie  projection ,  on  aura 

P'=Pcoa.  «, 

r=Pcos.  p, 

P^=Pcos.y. 

Élevant  cça  trQÎs  équatiops  au  carré*  ajoutant  lei  résul- 
tat?, et  obsçry^pt  quç  cos.^a+cos.^p  +  cof.'y ;;:;  1,  çn 

Si  Ton  projette  les  projections  F,  P"  et  P**  sur  le 
plan  de  la  figure,  on  aura,  pour  leurs  projections  sur  C9 
plan,  les  expressions  F  cos.  a,  P^cos.  j3,  P'"  cqs.  y,  puis- 
que Tangle  que  fait  le  plan  d'une  projection  avec  la  fi- 
gure est  égal  à  celui  que  fait  cette  figure  avec  la  projec- 
tion ;  or,  F  =P cos.  a,  F==Pcos.  p,  F'  =Pcos.  y. 

Ainsi,  Fcos.a  +  Fcos.  p4-P^cos.y  =  Pcos.*a4- 
Pcos.•j54-Pcos.•y=P. 

Par  conséquent,  si  Ton  projette  une  figure  plane  sur 
trois  plans  rectangulaires,  que  Ton  projette  les  projec- 
tions sur  le  plan  de  la  figure,  la  somme  des  projections 
de  cette  figure  sur  ce  plan  est  égale  à  Faire  de  cette  fi- 
gure. 
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THÉORÈMB. 

384.  Dans  un  triangle  la  somme  des  tangentes  trigonométriques 
des  trois  angles  est  toujours  égale  à  leur  produit. 

Soient  a,  6,  c  les  trois  angles  d'un  triangle,  il  faut 
démontrer  qu'on  a  la  relation  tang.  a  4-tang.  h  +tang.  c 
=:tang.  a  X  tang.  b  X  tang.  c.  D*après  l'hypothèse  on  a 
a+6  +  c  =  180^  d'où  c=180'— (a  +  6).  On  aura 
par  conséquent ,   tang.   c:=  tang.  (180 — (o4-6)  = 

j^rjgo- (un,^ja+6)         - unt.  (g  +  6)       _ ^  (a  +  6).Met- 

<+Uiif.l80XUiOf.  (oH-6) I  vaiig.    yur-r-vy.  «a^*- 

tant  cette  valeur  de  tang.  c  dans  la  formule  dont  il  faut 
démontrer  l'exactitude,  il  vient  tang.  a-rf-tang.  6' — 

tau:  .(a4-6)= — tang.  aXtang.  6xtang.  (a+6).  Or, 
tang.  (a  +  6)  =  ,'17>J.tx't«'^^^^^  î  ^^"^  on  a  tang.  a  +  tang. 

.         ,l«nf .  a  4-Ung.  6) -tang.  aX  Unf .  fe  (tang.  o+Ung.  6>  #.  •         . 

^     i-UBg.oxuDg.ft—  i~taD7.axuni.6  '  oueuiaisaut 

disparaître  le  dénominateur ,  tang.  a  +  tang.  6(1  — 
tang.  a  tang.  6) — (tang.a+tang.b)  ==  —  tang.  a  tang. 
&(tang.a+tang.  6)  ;  ou  enfin  tang.  a+tang.  &=:tang. 
a  +  tang.  6. 

On  voit  donc  qu'en  faisant  subir  des  transformations 
convenables  à  la  formule  tang.  a  +  tang.  6  + tang.  c. 
:=tang.  a  X  tang.  b  X  tang^  c,  on  est  parvenue  une  iden- 
tité ;  donc  cette  formule  est  exacte,  et  elle  prouve  qu'on 
peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  trois  quantités 
telles  que  leur  somme  soit  égale  à  leur  produit. 
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THÉORÂME. 

385.  La  somme  des  sinus  des  doubles  des  trois  angles  d'un  trian- 
gle est  égale  à  quatre  fois  le  produit  des  sinus  des  angles  de 
ce  triangle. 

Soient  a,  fr,  c  les  trois  angles  d'un  triangle,  il  faut 
démontrer  qu'on  a  la  relation  sin.  2a  +  sin.26  +sin. 
2c=4sin.asin.  bsin.  c.  Or,  on  sait  que 

sin.2a=2sin.acos.a, 
sin.2  6  =  2sin.  6cos.  6, 
sin.  2c=:2sin.  ccos.  c. 

Si  donc  on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  dont 
on  veut  démontrer  l'exactitude,  il  vient  2  sin.  a  cos.  a 
+  2sin.6cos.  b  +  2sin.ocos.c=4  sin.  a  sin.  bsin.  c, 
ou  bien  2  sin.  acos.  a  +  2  sin.  b  cos.  6=  (4  sin.  a  sin.  b 
— 2  COS.  c)  sin.  c  (l);mais,  par  hypothèse,  on  aa+6+c 
=  180*;  donc  sin.  c=  sin.  (180*  —  (a  +6))  =8in. 
{a+b)  =8in.  acos.6  +  sin.  b  cos.  a,  et  cos.  c  =cos. 
(180*— (a  4-6).  )  = — COS.  (a  +b)  =— cos.  acos.  b  4- 
sin.  a  sin.  6  ;  et  par  suite  la  formule  (1)  devient  2  sin.  a 
cos.  a  4-  28in.  5  cos.  6=  (4  sin.  a  sin.  6  +  2  cos.  a  cos.  6 
— 2sin.asin.  6)  (sin.àcos.  6  +  sin.  &cos.  a),ou2sin.a 
cos.  a  +  2 sin.  bcos.&=2(sin.  asin.b4-cos.  acos.  6) 
(sin.  acos.  b  4-  sin.  ftcos.a),  ou  sin.  a  cos.  a  4-sin.  6cos. 
6  =  (sin.*  a  sin.  6  cos.  6  4-  sin.  a  cos.  a  cos.*  6  4-  sin.  a 
COS.  asin.*fr4-sin.frcos.&cos.*a,  ou  sin.  acos.  a  4- sin.  6 
cos.6=(sin.*a4-cos.*a)sin.6cos.é4-(sin.'A4-cos.*A) 
sin.  acos.  a,  ou  enfinsin.acos.a  +  sin.&cos.&=sin.& 
coH.  &4-sin.acos.a. 
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On  voit  donc  qu'en  faisant  subir  des  transfonnations 
permises  et  convenables  à  la  formule  sin.  2  a  +  sin.  2  b 
+sin.2c=4sin.asin.&sin.c,  on  estparvenuàune  iden- 
tité; donc  l'exactitude  de  cette  formule  est  incontestable. 

THÉORÈME. 

386.  La  surface  d'un  triangle  rectiligne  quelconque  eat  égale  ao 
carré  du  demi-périmètre,  multiplié  par  le  produit  des  tan- 
gentes des  moitiés  des  trois  angles  du  triangle. 

Soient,  par  exemple,  A,  B,  G  les  trois  angles  d'un 
triangle  rectiligne ,  a,  &  et  c  les  trois  côtés  de  ce  trian- 
gle, S  sa  surface,  et  2p  son  périmètre;  il  faut  démon- 
trer qu'on  a  la  relation  S=|>*  tang.^  tang.  f  tang.  f . 

Or,  on  sait  que  tang.-îA.=/fc^^, 
tang/iB=^^î^^ 

tang.iC  =  >/^i=^!ê^. 

Si  donc  on  multiplie  ces  trois  égalités  membre  k  mem- 
bre, il  viendra  tang.  ;  A  tang.  \  B  tang.  i  €  = 


y  (p-ançfc->^— |/7(y-o^  p-fcuf^)^  ou  tang.JAtang.JB 
tang.  Î-C=jjil^(p — a){p — 6)  (p — c)  ;  et  comme 

d'ailleurs  S=c  •^p(p — a)  (p — ft)  (p — c),  on  aara 
tang.  î  A  tang.  [  B  tang.  \  C=s  p,  ou  S=cp*  tang.  {  A 
tang.  \  B  tang.  î  C;  e.  q»  f.d^ 
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THiORÈME. 

387.  Dans  un  tnangle,  la  somme  des  sinus  des  trois  angles  est 
toujours  égale  à  quatre  foisle  produit  des  cosinus  des  moitiés 
de  œs  angles. 

Soient  a,  6,  c  les  trois  angles  d'un  triangle,  il  faut 
démontrer  qu'on  a  la  relation  sin .  a  +  sin .  &  +  sin .  g = 
4cos.^acos.î6cos.;C. 

D'après  l'hypothèse,  on  a  a  +  6+c:=180*;  donc 
sin.  c=sîn.(180* — (a +  6)).  Or,  on  sait  que  les  sinus 
de  deux  arcs  sapplémentairos  soni  égaux  et  de  même 
signe;  donc  sin.  c=sin.(a4'6)=sin.acos.6+sin.6 
COS.  a. 

On  aura  de  même  cos.  J  c  =  ces.  (î!t:i2±*l\  =  cos. 

(90— 2±*)=sin.^;  et  comme  sin.  ?±*=sin.f  cos.^ 
+sin.^cos.|,  on  aura  cos.îc=8in.|cos.  j  +  sîn.Jcos. 
|.£n  substituant  ces  valeursde  sin.  c  et  de  cos.ic  dans  la 
formule  dont  on  veut  démontrer  l'exactitude,  ii  vient 
sin.  a  4*sin,&  ^-sin.acos.  b  4-sin.ft  cos.  a=:74cos.| 
cos.  I  (sin.  2  cos.  |  -f-sin.  |co8.  H) ,  oubien  sin.a(l  +coi.  b) 
+Mn.  6(l-f-co6.a)=:4sin.f  cos.  fcos*.|  4- 4  sin.  {ooB. 

|C08*.Î. 

Mais  on  sait  que  2  sin.f  cos.f  ssin.  a, 
2sin.|co8.|=8in.6; 
donc  il  vient  sin.  a  (l+oos.i)+sin.6(l4*coi.a)=: 
2  sin.  aeos^  § + 28Îtt.  6  co8^  f . 

On  sait  aussi  que  cos.  |  =]/l±ç^^ , 


C08.g:=;|/i+ccw.a. 
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d'où2cosVf=l  +C0S.6,  et2cos*.f=l+cos.a;ilvient 
donc  2  sin.  acos*.  ~  +  2sin.  bcos*.  f  =:29in.  a  cosV*  +  2 


siii.icôs'.|. 


Comme  en  faisant  subir  des  transformations  permises 
et  convenables  à  la  formule  sin.  a + sin, 6  + sin.  c =4 
COS.  I COS.  ^cos.  i,  on  a  été  conduit  à  une  identité,  il  en 
résulte  que  cette  formule  est  exacte. 

PROBLÈME. 

388.  Partager  la  surface  d'un  triangle  en  deux  parties  qui  soient 
dans  le  rapport  de  m  à  n,  par  la  droite  la  plus  petite  pos- 
sible. 

FiG.  305.  — «  Supposons  le  problème  résolu  «  et  soit 
FQ  la  droite  minimum  qui  partage  le  triangle  ABC  en 
deux  parties  dans  le  rapport  demkn;  conformément  à 
rhypothèse  on  aura  APQ:PQCB:;m:n,  ou  APQrABC 

::m;m+n(i). 

Du  sommet  Â  abaissons  sur  PQ  la  perpendiculaire 
AH,  et  désignons  par  a,  b,  c  les  trois  cdtés  du  triangle, 
fdiTx  la  longueur  de  la  droite  minimum  PQ,  par  A 
Tangle  BAC,  et  par  a  Tangle  HAQ.  D'après  ce  que  nous 
savons  on  aura  pour  la  surface  du  triangle  ABC,  ABC= 
AB.Ac.in.A_jc^A^  On  aura  de  même  APQ^^SISi^Q^. 

AQ.JC.afn.(9»>— •) AQ,X,C08.tL 

2  2  * 

D*ailleurs,  dans  le  triangle  ÀPQ  les  sinus  des  angles 
sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés;  on  aura  donc 
AQ:PQ::sin.APQ:sin.  A,  ou  AQ:  a?  :;  sin.(90  — 
(A — a))  ;  sin.  A,  ou  AQ  ;  a?  :  :  COS.  (A — a)  ;  sin.  A.  On 
tire  de  cette  proportion  AQ=^^j^J\'^*\  et  en  portant 
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cette  valeur  de  AQ  dans  Texpression  de  la  surface  du 
triangle  APQ,  il  vient  \prï—^'^'^^o^'(^-^) 

Mettant  dans  la  proportion  (1)  à  la  place  de  APQ  et 
de  ABC  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver,  il  vient 

m  ^hçj^   Telle  estréquation  du  problème;  on  en 


tire  pour  x  la  valeur  «==  ^"^  Mfrc  ""-'^  r^ft^ 
valeur  de  x  renferme,  comme  on  voit,  une  quantité  in- 
déterminée (X,  et  c'est  cette  quantité  a  qu'il  faut  déter- 
miner de  manière  que  x  soit  un  minimum.  A  cet  effet, 
on  remarque  que  le  produit  des  cosinus  de  deux  arcs 
étant  égal  à  la  moitié  du  cosinus  de  la  somme  de  ces 
arcs,  plus  la  moitié  du  cosinus  de  leur  différence,  on  a 
COS.  a  cos.  (A— a) ^cos.x-^c^,(A^2a)    La  valeur  de  x  de^ 

vient  donc  x  =^^  bc  X  .!!!"''.'\  V>  et  comme  la 
valeur  minimum  de  x  correspond  à  la  plus  grande  va- 
leur du  dénominateur  cos.  A  4-cos.  (A — 2a) ,  il  s'en- 
suit que  la  valeur  de  a^  qui  correspond  à  cette  valeur 
minimum  de  x,  sera  donnée  par  la  relation  cos.  (A — 2a) 
=  1  ;  d'où  A — 2a=  o»  et  par  conséquent  a  =:y. 

On  voit  donc  que  la  perpendiculaire  AH  abaissée  du 
sommet  A  sur  la  droite  minimum  demandée,  divise  l'an- 
gle A  en  deux  parties  égales. 

La  valeur  de  x,  qui  correspond  à  la  valeur  a=^,  est 
donc  a;=K^5cX-rS'  ^'«îHeurs.  on  sait  que  sin. 
A=2sin.;Acos.^A,  etl+cos.  A  =  2co8*.JA;doncon 
a  pour  «  la  valeur  a?=>^"^.  6c  X  4  sin*.-;  A,  ou  «=2 
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sin.  JAlJ^jj^.ÎcTOd  aura  donc  pour  QH  =  {x  la  valeur 
suivante  QHr=sin  J  A  V  ^hc,  ce  qui  indique  que  QH, 


ou  la  moitié  de  la  droite  minimum ,  est  un  des  câtés  de 
l*angle  droit  d*un  triangle  rectangle  dans  lequel  Thypo- 

thénuse  eêt^^^tc,  et  dans  lequel  l'angle  aigu,  opposé 
à  QH,  est  égal  à  A. 

PROBUblE. 

389.  Étant  donné  un  angle  B,  en  retrancher  par  une  droite 
minimum  un  triangle  qui  soit  équivalent  ft  un  carré  don- 
né K«« 

FiG.  306.  —  Désignons Ipar  b  la  base  BC  du  trian- 
gle, par  B  l'angle  donné  qui  est  opposé  à  cette  base, 
par  "h  sa  hauteur  ou  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met ÉW  la  base,  et  par  a  l'angle  que  forme  cette  per^ 
pendioulaire  avec  le  e6té  BD  de  l'angle^  On  aura,  d'a- 
près l'hypothèse,  .^  bh=siK*  (1). 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  BHD  un  a  HDciàBH 
K  tang.  $ttsih  tang.  a,  et  dana  le  triangle  rectangle 
CBH on  aCHfi^BH  X  tang.  CBHsAtang.  (B— o^. 

On  aura  donc  HD  +  HC=â&ï=fttang.a4- Atang. 

Tirons  de  cette  équation  la  valeur  A =i^g., ^1^,(^,4, 
et  mettons-^la  dans  l'équation  (1),  il  viendra 

2(ian,.:/iana:(B-^  =  »^N  OU  bien  *»  =■  2  K*  (taug.  « -h 
tang.  (B-^at). 

Or  4  il  est  facile  iê  voir  que  la  vflatr  dé  t%  M  pir 
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saite  œlle  de  6  lera  la  plus  petite  possible,  lorsque  tang. 
«4*taûg.  (B-^a)  sera  un  lAinimum. 

Pour  déterminer  la  taleur  de  a,  qui  rend  tang.  «  + 
tang*  (B-— a)  un  minimutn»  on  remarque  que  la  tangente 
étant  le  rapport  de  Tare  au  sinus,  on  a  tang.  a  +  tang. 

f  B-^-  a)  T"**"'*    t    ^^^'  ^'^"'^  sa  #tii.  aeoê.  (B-^y-hOn. (B— g) cou. « 
V  '  ****C0*.«  ^^  CO«.(S— «)  COS.  a  COS.  (B— a)  » 

ou  en  développant  cos.  (B — a)  et  sin.  (B-r-a),  tang.  a 
+  tang.  (B— a)  = 

rtit.  «(coj.  B  COS,  m + Sin.  h  sin.  m) -h  (sin,  B  coj.  «  —  co^.B  <tw.«)cQ^.a 

C0«.«  COS.    (B  — a)  """ 

ttH.Bnn.««^rtii.Bco..'«_ sin^ D'ailleurs,  on  sait 

COS.  a  COS.    (B— a)  COS.  «  COS.    (B— «)       '^ 

que  le  produit  des  cosinus  de  deux  arcs  est  égal  à  la 
moitié  du  cosinus  de  la  somme,  plus  la  moitié  du  cosi- 
nus de  la  différence  de  ces  arcs;  on  a  donc  cos.  a  cos. 
(B a)==£2L2±É2£i5z2d,  et  par  suite  tang.  «  +  tang. 

^tt—  a)  —  cos.^^os.(B^^y 

Le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  sera 
évidemment  un  minimum  lorsque  le  second  en  sera  un  ; 
or,  le  numérateur  du  second  membre  étant  constant,  il 
est  évident  que  cela  aura  lieu  lorsque  le  dénominateur 
sera  le  plus  grand  ^ssible,  c'est-à-dire  lorsque  cos. 
(B — 2  a)  sera  parvenu  à  son  maximum,  ou  queB — 2a 
sera  égal  à  zéro,  ce  qui  donne  a  =|. 

La  droite  minimum ,  qui  répond  à  la  question ,  doit 
donc  être  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  de  Pangle 
donné  B. 

En  introduisant  la  valeur  a =^  dans  l'expression  de 
b\  on  trouve  6» =4  K*  X  ^  =  4  K*  X  tang.  B  ;  d'où 

6=:2»^K*tang.B=  2/KxKtang.B.  Telle  est  la  va- 


Digitized  by 


Googk 


(  344  ) 

leur  de  la  droite  miaimum,  qu'il  est  facile  de  construire, 
car  K  tang.  B  est  le  cAté  d'uu  triangle  rectangle  dans 
lequel  Tangle  opposé  est  B,  et  dans  lequel  l'autre  c6té 
de  Tangle  droit  est  égal  à  K,  côté  du  carré  donné.  Si  l'on 

pose  K  tang.  B=  9,  on  aura  fr  =  2  KkxT,  et  par  con- 
séquent 6  sera  le  double  de  la  moyenne  proportionnelle 
entre  K  et  9. 
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THÉORÂUE. 


390.  Lorsque  plusieurs  droites  BG,  BD  et  BH  sont  perpendicu- 
laires sur  une  même  droite  AB  en  un  même  point  B,  elles 
sont  toutes  situées  dans  un  même  plan  perpendiculaire  sur 
la  droite  ÂB. 

FiG.  331.  —  En  effet,  si  Ton  Tait  passer  un  plan  MN 
par  les  deux  droites  BD  et  BG,  ce  plan  sera  perpendicu- 
laire  sur  ÂB  d'après  un  théorème  connu.  Si  ce  plan  ne 
contient  pas  la  troisième  droite  BH,  par  les  lignes  ÂB 
et  BH  on  fera  passer  un  plan  qui  coupera  le  plan  MN 
suivant  une  ligne  BH\  et  cette  ligne  sera  perpendicu- 
laire sur  ÂB  ;  mais  par  hypothèse,  BH  est  aussi  perpen- 
diculaire sur  ÂB  ;  donc  dans  le  plan  ÂBH  on  aurait  deux 
lignes  BH  et  BH'  perpendiculaires  sur  une  même  droite 
ÂB  et  en  un  même  point  B,  ce  qui  est  impossible.  Le 
plan  ÂBH  ne  peut  donc  pas  couper  le  plan  MN  suivant 
une  droite  BH'  différente  de  BH  ;  donc  cette  dernière  li- 
gne est  située  dans  le  plan  MN,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 
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THÉORÈME. 

391 .  Lorsque  plusieurs  droites  égales  AB,  AGet  AU,  partant  (Tun 
même  point  A,  font  avee  tine  même  droite  Ail  d^  angles 
égaux  BAH,  DAH,  CAH,  les  extrémités  de  ces  droites  sont  si- 
tuées sur  une  même  circonférence  dont  le  plan  est  perpendi- 
culaire sur  la  droite  AH. 

» 
FiG.  332.  —  En  effet,  menons  par  l'extrémité  B  de 

la  droite  AB  un  plan  MN  perpendiculaire  sur  AH,  et  soit 
0  le  poipt  'd'intersection  de  ce  plan  avec  AH  ;  joignons 
OB,  OD  et  OC,  nous  obtiendrons  ainsi  trois  triangles 
BAO,  CAO  et  DAO,  qui  seront  égaux  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  ;  donc  les  angles 
AOB,  AOD  et  AOC  de  ces  triangles  seront  égaux,  et 
par  conséquent  ils  seront  droits,  puisque  l'angle  AOB 
est  droit.  Les  trois  droites  OB,  OC  et  OD  sont  donc 
perpencliculairessurla  droite  AO  en  un  même  point  0; 
donc  elles  sont  situées  dans  un  même  pian  perpendicu- 
laire sur  AO,  et  comme  elles  sont  égales,  il  en  résulte 
que  les  points  B,  C  et  D  appartiennent  à  une  même 
circonférence.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

THÉORÈME. 

3d2.  L'intersection  de  deux  sphères  est  toujours  un  cercle  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres 
des  deux  sphères. 

FiG.  333.  —  En  effet,  quelle  que  soit  la  courbe  d'in- 
tersection des  deux  sphères,  prenons  sur  cette  courbe 
trois  points  quelconques  A,  B,  D,  et  joignons-les  aux 
centres  des  sphères  O  et  C,  nous  obtiendrons  ainsi  trois 
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triangles  OAC,  OBC  et  ÔDC,  qai  sont  égaux  comme 
ayant  les  trois  côtés  égaux  ;  donc  les  angles  OCÂ,  OCB 
et  OCD  sont  égaux  ;  donc  les  trois  lignes  égales  AG,  BC 
et  DG  font  au  point  G  avec  la  ligne  OC  des  angles  égaux. 
Par  conséquent,  d'après  le  théorème  précédent  les  ex- 
trémités A,  B,  et  G  de  ces  droites  appartiennent  à  une 
même  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur 
OG.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

THÉORÈME. 

300.  Les  trois  plans  qui  diTisent  en  deux  parties  égales  les  trois 
angles  diédiës  d'un  angle  solide;  triple  se  coupent  toujouis 
suivant  la  même  droite. 

FiG.  334.  —  Pour  le  démontrer,  divisons  les  deux 
angles  dièdres  BASG,  ABSG  en  deux  parties  égales  par 
les  plans  ASO  et  BSO.  Ces  deux  plans  se  coupent  sui*- 
vant  une  droite  SO  qui  part  du  sommet  de  l'angle  triè- 
dre.  Prenons  sur  SO  un  point  M  quelconque  :  comme  ce 
point  appartient  au  plan  bissecteur  ASO,  il  s'ensuit  qu'il 
est  à  égale  distance  des  deux  faces  ASG  et  ASB;  de  même 
il  se  trouve  à  égale  distance  des  deux  faces  ASB  et  BSC, 
puisqu'il  est  situé  sur  le  plan  bissecteur  BSO  ;  donc  il 
est  également  distant  des  faces  ASG  et  BSG  ;  et  par  con- 
séquent il  appartient  au  plan  bissecteur  de  l'angle  diè- 
dre BGSA.  Le  même  raisonnement  pouvant  s'appliquer  à 
tous  les  points  de  la  ligné  OS,  il  en  résulte  que  cette  li- 
gne appartient  au  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  BGSA, 
et  par  conséquent  que  les  trois  plans  bissecteurs  se  cou- 
pent suivant  la  même  ligne  OS  ;  c«  9.  f.  d. 
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THÉORÈME. 

394.  Si  par  chaque  arête  d'un  angle  trièdre,  et  par  la  biësecMce 
de  la  face  opposée  on  lait  passer  un  plan,  on  obtient  ainsi  trois 
plans  qui  se  coupent  suivant  la  même  ligne  droite. 

FiG.  335.  — Soit  par  exemple  Tangle  trièdre  SABC. 
Prenons  sur  les  trois  arêtes  des  distances  égales  SA,  SB 
et  se  ;  joignons  les  trois  points  A,  B  et  G  deux  à  deux, 
et  nous  obtiendrons  ainsi  le  triangle  ABC.  Cela  posé,  le& 
trois  triangles  SBC,  SAB  et  SAC  étant  isocèles,  il  est 
clair  que  les  bissectrices  SM,  SN  et  SP  des  trois  faces 
passeront  par  les  points  M ,  N  et  P,  milieux  des  c6tés 
BC,  AB  et  AC  du  triangle  ABC  ;  donc  les  trois  plans 
ASM>  GSN  etBSP,  qui  passent  par  chaque  arête  de  l'an- 
gle trièdre  et  par  la  bissectrice  de  la  face  opposée,  cou- 
pent le  triangle  ABC  suivant  les  droites  AM,  CN  et  BP, 
qui  joignent  les  sommets  aux  milieux  des  côtés  opposés. 
Or,  nous  avons  vu  que  ces  droites  se  coupent  en  un  même 
point  O,  ce  point  appartient  donc  aux  trois  plans  que 
nous  considérons,  et  comme  il  en  est  de  même  du  point 
S,  il  en  résulte  que  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  la 
même  droite  OS  ;  c.  q.  f.  d. 


TUÉOEÈME. 

595.  Si  par  chaque  arête  d'un  angle  trièdre  on  fait  passer  des 
plans  perpendiculaires  sur  les  faces  opposées,  ces  trois  plans 
se  coupent  suivant  la  même  ligne  droite. 

FiG.  335.  —  Soit  en  effet  Tangle  trièdre  SABC,  cou- 
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pons-le  par  un  plan  quelconque  ABC,  et  imaginons  que 
par  les  arêtes  SA,  SB  et  SC  on  mène  des  plans  ASM, 
BSP  et  CSN  respectivement  perpendiculaires  sur  les  cis- 
tes BC,  AC  et  AB  du  triangle  ABC;  ces  plans  seront 
perpendiculaires  sur  les  Taces  de  l'angle  trièdre  opposées 
aux  arêtes  par  lesquelles  ils  ont  été  menés,  et  ils  cou- 
peront le  triangle  ABC  suivant  les  droites  AM ,  BP  et 
CN,  qui  sont  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
du  triangle  ABC  sur  les  côtés  opposés.  Or,  nous  savons 
que  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un 
triangle  sur  les  côtés  opposés  se  coupent  en  un  même 
point,  donc  le  point  0,  intersection  des  droites  AM, 
BP  et  CN,  appartient  aux  trois  plans  considérés ,  et 
4Somme  il  en  est  de  même  du  point  S,  il  en  résulte  que 
ces  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  OS  ; 
r.  q.  /.  d. 

PROBLÈMB. 

596.  Étant  donnée  une  pyramide  triangulaire  SÂBC,  déterminer 
sa  hauteur  par  une  construction  géométrique. 

FiG.  336.  —  Du  sommet  S  de  la  pyramide  donnée  on 
abaisse  la  hauteur  SH,  du  point  H  on  mène  les  lignes 
HK  et  HI  perpendiculaires  sur  les  côtés  AB  et  BC,  et  on 
joint  SK  et  SI  ;  ces  deux  lignes  sont  respectivement 
perpendiculaires  sur  AB  et  BC,  d'après  un  théorème 
connu.  Si  donc  on  fait  tourner  la  face  SAB  autour  de  AB, 
de  manière  à  faire  coïncider  son  plan  avec  celui  du  trian- 
gle ABC,  la  ligne  SK  se  placera  sur  le  prolongement 
de  HK  ;  donc  le  point  H  se  trouve  sur  la  perpendicu- 
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hm  SVL  meoée  da  point  S' sur  te  c^té  AB  ;  de  in^iai  «i 
Ton  fait  tourner  la  face  SBC  autour  de  BC  pour  faire 
coïncider  son  plan  avec  le  plan  du  triangle  ABC,  la  li- 
gne IS  se  placera  sur  le  prolongement  de  HI  ;  et  par 
conséquent  le  point  H  se  trouve  sur  la  perpendiculaire 
S'H  menée  du  point  S''  sur  le  côté  BC. 

Le  point  H  est  donc  parfaitement  déterminé,  puisqu'il 
se  trouve  à  Tintersection  des  lignes  S'H  et  S''H. 

Dans  le  triangle  rectangle  SKH  on  connaît  doue  le 
câtéKH  et  rhypothénuseSK:=S'K.  On  peut  donc  con- 
struire ce  triangle,  et  par  spite  connaître  la  hauteur  SU 
de  la  pyramide  donnée  SABC- 

THiORÈHE. 

397.  Le  volume  d'un  tronc  de  parallélipipède  est  égal  au  pro- 
duit de  sa  base  par  la  moyenne  arithmétique  entre  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  quatre  sommets  de  la  base  supé- 
rieure sur  le  plan  de  la  base  inférieure. 

FiQ,  337.  ~Soit  ABGDEFGHuntroncdeparallélipi* 
pède.  Par  les  arêtes  opposées  BF  et  D6  faisons  passer  un 
plan,  nous  décomposerons  le  tronc  de  parallélipipède 
en  deux  troncs  de  prismes  triangulaires  ABDGFE  et 
BDCHGF.  En  désignant  par  a,  6,  c  et  <2  les  perpendi- 
culaires abaissées  des  sommets  A,  B,  G  etD  sur  le  plan 
de  la  base  inférieure,  et  par  B  cette  base,  le  premier 
troncdeprisme  triangulaireaurapourmesure|  x(°"^t^^' 
et  le  second  tronc  de  prisme  triangulaire  aura  pour  me- 
sure I  (^=~±^)  ;  donc  le  troiic  de  parallélipipède  aura 
pour  expression  T==|  (5±li±:lii:£)  (l).  De  même  si  Ton 
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fait  pMser  un  plan  par  les  deux  arêtes  ÂE  et  CH,  on  dé- 
compose la  tronc  de  parallélipipède  en  deux  troncs  de 
prismes  triangalaires  qui  ont  pour  mesure  l(^È±ïî\  et 
l  (Ê+to)  ;  doncon  attraT=f  (î£±ii^±i:lf)  (2).  En  ajou- 
tant membre  à  membre  les  deux  égalités  (1)  et  (2),  il 
vient  2T  =  |(»°+»^»^»«'),ou2T=?(a+i6+c+d); 
d*oùT  =B(^*±^)  ;  c.  q.  f.  d. 

THÉORÈME. 

398.  Étant  donnés  trois  angles  A,  B  et  C,  satisfaisant  à  ces  deux 
conditions  que  leur  somme  soit  plus  petite  que  quatre  angles 
droits,  et  que  le  plus  grand  A  soit  plus  petit  que  la  somme 
des  deux  autres,  on  peut  toujours  construire  un  angle  trièdre 
ayant  pour  faces  les  trois  angles  donnés. 

Fm.  338.  ^^  En  effet,  au  point  A  faisons  l'angle 
BÂEsA,  BACz::B  et  £AC'  =  G.  Du  point  A ,  avec 
uo  rayon  quelconque  AC ,  décrivons  nn  arc  de  cercle 
CBEC.  Prenons  Tare  BM=BC  et  l'arc  EN  =EC,  ce 
qui  se  fait  en  menant  les  cordes  CM  et  CN  respective- 
ment perpendiculaires  sur  AB  et  AE.  Comme  l'angle  A 
est  plus  petit  que  B+C,  il  en  résulte  que  l'arc  BE,  qui 
est  la  mesure  de  l'angle  A,  sera  plus  petit  que  la  somme 
des  ares  BMet  EN,  qui  sont  respectivement  les  mesures 
des  angles  B  et  C  ;  donc  les  cordes  CM  et  CN  se  coup^ 
ront  nécessairement  en  un  point  0.  En  ce  point  menons 
OD  perpendiouiaire  sur  le  plan  de  l'angle  BAS,  et  con- 
struisons le  triangle  rectangle  OHD  avec  une  hypothé-- 
nnse  HD=sHC.  Joignons  AD,  etdémontrons  que  eett« 
ligne  est  la  troisième  arête  de  l'angle  trièdre.  Pow  eela> 
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il  suffit  de  faire  voir  que  l'angle  HAD:=HAC,  et  que 
l'angle  DAK=KâG'.  Or,  d'après  un  théorème  connu, 
DH  est  perpendiculaire  sur  AH  ;  donc  les  deux  triangles 
rectangles  DAH  et  ACH  sont  égaux ,  parce  qu'ils  ont 
AH  commun,  et  HD=HC  ;  donc  AD  =  AC,  et  l'angle 
HAD=HAG.  De  même  les  triangles  rectangles  DAK 
et  KAC  sont  égaux,  parce  que  AK  est  commun,  et  AD 
=AC=:AC;  doncl'angle  DAK  =:KAC;  donc  le  théo- 
rème est  démontré. 

PR09LÈIIB. 

509.  Étant  donnée  une  sphère  matérielle,  déterminer  son  rayoo 
par  une  construction  géométrique. 

FfG.  339.  — On  prend  sur  la  surface  de  la  sphère 
deux  points  quelconques  A  et  B.  De  ces  points  comme 
centres  et  avec  un  même  rayon  on  décrit  deux  arcs  qui  se 
coupent  en  C.  Des  points  A  et  B,  avec  un  autre  rayon, 
on  décrit  deux  autres  arcs  qui  se  coupent  en  C,  et  enfin 
despoints  Aet  B  comme  centres,  avec  un  troisième  rayon, 
on  décrit  deux  arcs  qui  se  coupent  en  C^  ;  les  trois  points 
G,  C  et  G''  sont  également  distants  des  points  A  et  B. 
Actuellement,  si  Ton  joint  la  corde  AB,  et  si  Ton  conçoit 
un  plan  mené  perpendiculairement  sur  le  milieu  de  AB, 
ce  plan  sera  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  éga- 
lement distants  des  extrémités  A  et  B  ;  et  par  conséquent 
les  trois  points  G,  G'  et  G''  seront  dans  ce  plan  et  en  dé* 
termineront  la  position.  Or,  si  l'on  conçoit  un  arc  de 
grand  cercle  passant  par  les  points  A  et  B,  et  un  rayon 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  AB,  ce  rayon 
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sera  situé  dans  le  plan  GCC;  donc  ce  plan,  qui  contient 
un  rayon  de  la  sphère,  passe  par  son  centre  et  la  coupe 
suivant  un  grand  cercle.  Prenons  donc  les  distances  deux 
à  deux  des  trois  points  G,  C  et  C,  construisons  sur  un 
plan  un  triangle  ayant  pour  côtés  ces  distances,  et  enfin 
circonscrivons  un  cercle  à  ce  triangle,  ce  sera  un  grand 
cercle  de  la  sphère,  et  par  conséquent  son  rayon  sera 
celui  de  la  sphère. 

^  PROBLÈME. 

400.  Connaissant  Taréte  d'un  tétraèdre  régulier,  évaluer  son 
volume  en  /onction  de  Tarôte. 

FiG.  340.  *—  Soient  a  Tarète,  b  et  A  la  base  et  la  hau- 
teur du  tétraèdre,  v  son  volume,  et  r  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  Tune  quelconque  des  faces  du  tétraèdre, 
on  aura  v=^. 

On  sait  que  la  surface  d'un  triangle  est  égale  au  pro- 
duit de  ses  trois  côtés  divisé  par  quaire  fois  le  rayon  du 
cercle  circonscrit;  doua  b=~. 

Or,  on  sait  que  le  côté  d'un  triangle  équilatéral  in- 
scrit est  égal  au  rayon  multiplié  par  j/s  ;  donc  a =f|/3  ; 
d'où  r=^.  On  aura  donc  6  =  ^=^. 

Le  point  O,  pied  de  la  hauteur  OS,  étant  le  centre 
du  cercle  circonscrit  à  la  base,  le  triangle  rectangle  SOA 
donnera  **=a*— r*  =  a'—Ç=îa*;  d'oùft  =  a|/^J; 
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TQÉORÈIIB. 

Àùî .  Dans  un  tétraèdre  régulier,  si  Ton  abaisse  des  perpendicu- 
laires de  chaque  sommet  sur  la  face  opposée,  ces  perpe(^d|- 

culaires  se  coupent  en  un  même  point,  et  elles  se  coupent  à 
leur  quart  à  partir  de  la  base,  et  aux  trois  quarts  à  partir  du 
sonunet. 

FiG.  341.  —  Soient  SI  et  BD  les  perpendiculaires 
abaisséesdes  sommetsSetB.  Démontrons  d'abord  qu'elles 
se  coupent  ;  en  effet,  le  tétraèdre  étant  régulier,  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  chaque  sommet  doit  passer  par 
le  centre  de  la  base  ;  donc  le  point  I  est  le  centre  de  BAC, 
et  comme  ce  triangle  est  équilatéral,  il  en  résulte  qta'en 
joignant  BI,  cette  ligne  passera  par  le  point  K,  milieu 
de  AC,  et  sera  perpendiculaire  sur  AG.  De  même  si  Ton 
joint  SD,  elle  passera  par  le  même  point  K,  mUiea  de 
AC  ;  donc  les  lignes  SI  et  BD  sont  situées  dans  le  même 
plan  SKB  ;  et  par  conséquent  s^  iSQiipent  en  m  même 
point  O. 

D'ailleurs,  le  point  1  étant  le  pentre  du  triangle  BAd 
on  a  IK  =îPK,  et  1^  pojnt  D  étant  le  centre  du  trian- 
gle SAC,  on  a  I)K=;gSI^;  ^onc  si  l'op  joint  DI,  cette 
ligne  sera  parallèle  à  SB,  et  on  Qura  DI=^SB.  Lei» 
triangles  SOB  et  DÛI  seront  alors  semblables,  et  on 
aura  0D:0B::0I:08:;DI:SB;  maisDI=|SB;  donc 
OD=|OB,  et  OI=fiOS;  et  par  conséquent 0D=», 
et  01  =^.  On  prouverait  de  la  même  manière  que  les 
perpendiculaires  abaissées  des  sommets  B  et  C  se  cou- 
pent en  deux  parties  dans  le  rapport  de  1  à  3  ;  donc  les 
trois  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  se  coupent 
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%nm^m  PQÎi^t»  et  ce  ppint  ^  trouva  sur  çhfcaqe  d'elles 
an  quart,  ^  partir  de  la  base,  et  ani  trois  quarts,  à  par- 
tir du  jK)ffime|;. 

PROBLÈME. 

4Û9.  Étant  donné  qn  tétraèdre  régulier,  trouver  le  rapport  dn 
volume  de  ce  tétraèdre  À  Toctaèdre  réguljer  <iui  aqrajt  pour 
sommets  les  milieux  des  arêtes  du  tétraèdre.  Trouver  les 
rayons  des  ^ères  inscrite  et  circonscrite,  et  le  rapport  des 
volumes  de  ces  sphères. 

FiG.  342.  —  Les  deux  pyramides  ABCG  et  AKEH 
sont  semblables,  car  les  triangles  BCG  et  KHE  sont 
parallèles  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  ;  donc  elles 
sont  entre  elles  comme  les  cubes  de  leurs  arêtes.  Or,  les 
arêtes  sont  comme  les  nombres  1  et  2  ;  donc  ces  pyra* 
mides  sont  entre  elles  comme  1  et  8  ;  mais  outre  la 
petite  pyramide  AR£H ,  il  est  facile  de  voir  que  lors- 
qu'on retranche  de  la  grande  pyramide  ABCG,  Toc- 
taèdre,  il  reste  encore  trois  autres  petites  pyramides 
KBID,  EDCF  et  HIFG  toutes  égales  à  AKEH,  et  qui, 
par  conséquent,  sont  égales  à  ^  de  la  grande  pyramide  ; 
donc  la  somme  de  ces  quatre  petites  pyramides  est  égalp 
à  2  ou  2  de  la  grande ,  et  par  conséquent  Toctaèdre,  qui 
est  la  différence  entre  le  tétraèdre  et  la  somme  de  ces  • 
quatre  pyramides,  sera  égal  à  la  moitié  du  tétraèdre. 

Actuellement,  pour  trouver  les  rayons  des  sphèfes 
insf^rite  et  cireonscrite  au  tétuaèdrè,  on  remarque  que  la 
pyramide  ABCG  étant  régulière,  les  perpendiculaires 
abaissées  de  chacun  des  sommets  sur  la  base  opposée 
sont  égales  et  passent  par  les  centres  de  gravité  de  ces 
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bases,  et  comme  nous  avons  vu  que  ces  perpendiculaires 
se  coupent  toutes  en  un  même  point  0  et  à  leur  quart 
à  partir  de  la  base,  il  en  résulte  qu'on  a  à  la  fois  00= 
0\  =:OB=OD  et  OE=OK=OH=OP;  doncle  point 
O  est  à  la  fois  le  centre  de  la  sphère  inscrite  et  le  cen- 
tre de  la  sphère  circonscrite.  Les  volumeside  ces  sphères 
sont  dans  le  rapport  des  cubes  des  rayons,  c'est-à-dire 
dans  le  rapport  de  1'  à  3',  ou  de  1  à  27. 

FiG.  343.  —  Déterminons  maintenant  ces  rayons. 
Soient  R  et  R'  les  rayons  des  sphères  circonscrite  et  in- 
scrite, a  le  côté  du  tétraèdre  et  H  sa  hauteur,  et  soit  b 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équitatéral 
auquel  âont  égales  toutes  les  faces  du  tétraèdre. 

Nous  savons  que  o=&|/3;  d'où  ft={^.  H  est  fa- 
cile d'obtenir  la  position  du  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  équilatéral  fiCD,  car  il  se  confond  avec  le 
centre  de  gravité  de  ce  triangle ,  et  on  l'obtiendra,  par 
conséquent,  en  joignant  le  sommet  D  au  point  T,  mi- 
lieu de  BC,  et  en  prenant  D£=|DT. 

La  hauteur  ÀE  du  tétraèdre  passera  par  le  point  E,  et 

—a 
le  triangle  rectangle  AED  donnera  H*=a* — ED=:a* 

— 6*=a*— î^=|a*;  d'oùH=:a^^•  Le  rayon  Rde  la 

sphère  circonscrite  étant  les J de  H,  on  aura  R=îa|/| 

R\  rayon  de  la  sphère  inscrite  an  tétraèdre  étant  \  H, 
on  auraR'=îaj/|=a  ^/;^_^^/5. 
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THÉOBÉME. 

403.  Le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  quelconque  est  égal 
à  la  somme  de  trois  pyramides  ayant  toutes  les  Crois  pour 
hauteurs  la  hauteur  du  tronc,  et  ayant  pour  hases,  la  pre- 
mière la  hase  inférieure  du  tronc,  4a  seconde  la  hase  supé- 
rieure du. tronc,  et  enfin  la  dernière  ayant  pour  hase  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  hase  inférieure  otla  hase 
supérieure  du  tronc. 

Le  tronc  de  pyramide  étant  la  différence  entre  les  vo- 
lumes des  deux  pyramides ,  si  Ton  désigne  par  B  et  H 
la  base  et  la  hauteur  de  la  grande  pyramide,  par  6  et  A 
la  base  et  la  hauteur  de  la  petite ,  on  aura  T = ;  (BH — bh) . 
Actuellement  on  remarque  que  les  hauteurs  sont  dans  le 
rapport  des  arêtes  A  et  a;  donc  on  a  Hlh:\kla.  Les 
bases  sont  dans  le  rapport  des  carrés  des  arêtes  ;  donc 
on  a  B:&::A*:a";d'où|/B:K6::A:a,  et  par  suite  H: 
ft*«KB«Kfc'  On  tire  de  cette  proportion ,  en  désignant 
H — hy  c'estrà-dire  la  hauteur  du  tronc,  par  H\  les  deux 
proportions  suivantes  : 

h:Kb— i/^::h:j/b, 

D'oii  H  =  j^^^^etfc=^^^.  Substituant  ces  va- 
leurs de  H  et  de  A  dans  l'expression  du  volume  du  tronc, 

fin,  en  effectuant  la  division  de  \r& — 1/6»  par  j/b — 
|/5,  ilvientT=JH'(j/B".  +  /&*+/r6)=îH'(B  +  4 
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THÉOftÈKE. 

404.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  solide  égal  sont  entre  eux 
comme  les  rectangles  des  arêtes  qui  aboutissent  à  cet  angle 
solide. 

Fi6.  a44.  —  Soient  SABC  et  SDEK  deux  tétrftèdfes 
ftySint  Tdngle  solide  S  commun,  il  faut  démontrer  l'exis- 
tence de  la  proportion 

SABC:SDEK::SAXSBXSC;SDXSEXSK. 

Pour  cela,  faisons  passer  un  plan  par  les  trois  points 
D,  A  et  C,  nous  obtiendrons  iin  tétraèdre  auxiliaire 
SDAG,  que  nous  allons  comparer  à  chacun  des  deux 
premiers. 

tei  deux  tétraèdres  SABC  et  SDAC  ont  même  som- 
met C,  et  ils  ont  leurs  bases  SAB  et  SAD  sur  un  même 
plan  ;  donc  ils  ont  même  hauteur,  et  sont  entre  eux  dans 
le  rapport  de  leurs  bases  ;  on  aura  donc  SABC; SDAC  :  : 
SAB;SAD(1). 

Les  deux  tétraèdres  SDAC  et  SDEK  ohi  même  som- 
;net  D,  et  leurs  bases  SAC  et  SEK  sont  sur  un  même 
plan  ;  donc  ils  ont  mêtne  hauteilr ,  et  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  ;  on  aiira  donc  la  proportion  SDAC: 
SDEK::SAC:SEK(2). 

Multipliant  les  proportions  (1)  et  (2)  terme  à  terme, 
il  vient  SABC:SDEK::SABxSAC:SADxSEK  (3). 

Mais  les  triangles  SAB  et  SAD  ont  même  hauteur,  et 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ;  dotic  on  a  SAB; SAD 
:;SB;SD(4). 

Les  triangles  SAC  et  SEK  ont  un  angle  égal,  et  sont 
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entre  eux  comme  les  rectangles  des  câtés  qui  compren- 
nent Tangle  égal;  donc  ôh  aSAC:SEK::SAxSC:SE 
XSK  (5). 

Multipliant  terme  à  terme  les  proportions  (4)  et  (5), 
il  vient  SABxSAC:SÂÏ)xSEK::SBxS\xSC:SD 
XSEXSK(6).    • 

Enfin  les  proportions  (3)  et  (6)  ayant  un  rapport  com- 
mun, on  aura  SABC:SDEK::SBxSAxSC:SDxSE 
XSK;  c.q.f.  d. 

PROBLÈMB.. 

405.  Étant  donnée  une  droite  ED  tracée  sur  la  face  SÀB  d'un 
tétraèdre  SABG,  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  divise  le 
tétraèdre  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rap- 
port de  deux  lignes  données  m  et  n. 

FiG.  344.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
D£K  le  plan  demandé,  on  aura  SDEKlDEKCBA  : :m 
:  n  ;  d'où  eompouendo  S  ABC  :  SDEK  :  :  «t  +  n  :  m  ;  mais 
d'après  le  théorème  précédent  on  a  SABCiSDEK  :  :SA 
XSBxSCiSExSDxSK,  on  aura  donc  m  +  Kmw 
SAXSBXSCISEXSDXSK,  proportion  de  laquelle 
ontirei>R=:(^^„^gg^^p.  Si  lonpose9=;ïïq:^,fA— -^, 
on  aura  SK=i^. 

On  construira  d'abord  6,  puis  /x,  et  enfin  SK  qtii  sera 
une  quatrième  proportionnelle  aux  lignes  SD,  SC  et  /x  ; 
on  prendra  sur  l'arête  SC  une  distance  égale  à  cette  qua- 
trième proportionnelle,  et  on  aura  le  point  K  ;  enfin, 
on  fera  passer  un  plan  par  les  trois  points  D ,  K  et  K , 
et  ce  plan  satisfera  à  la  question. 
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^  THEOREME. 


406.  Dans  un  tétraèdre  quelconque,  le  plan  bissecteur  d'un 
angle  dièdre  divise  la  face  opposée  en  deux  parties  qui  sont 
entre  elles  dans  le  rapport  des  deux  faces  qui  comprennent 
l'angle  dièdre  divisé. 

FiG.  334.  Soit  SÂBC  un  tétraèdre  quelconque,  et  soit 
SÂK  le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  ayant  pour 
arête  AS  ;  ce  plan  divise  la  face  opposée  SBC  en  deux  par- 
ties SBK  et  SKC,  et  il  faut  démontrer  que  Ton  a  la  pro- 
portion SBK  :  SKC  :  :  s  ab  ;  s\c. 

Pour  cela,  considérons  les  deux  tétraèdres  KSAB  et 
KSAC.  On  peut  les  regarder  comme  ayant  leurs  som- 
mets en  K,  et  ils  ont  alors  pour  bases  respectives  SÀB 
et  SÂC.  Or,  le  point  K  appartenant  au  plan  bissecteur 
est  à  égale  distance  des  deux  faces  SAB  et  SAC  ;  donc 
les  deux  tétraèdres  dont  nous  venons  de  parler  ont 
même  hauteur  et  sont  dans  le  rapport  de  leurs  bases  ;  on 
a  donc  la  proportion  SABK:SAKC::SAB:SAC  (1). 

D'un  autre  cAté,  si  l'on  considère  les  deux  tétraèdres 
SÂBK  et  SAKC  comme  ayant  leur  sommet  commun  en 
A,  ils  auront  pour  bases  SBK  et  SKC.  Ces  deux  tétraè- 
dres auront  donc  même  hauteur  et  seront  entre  eux  dans 
le  rapport  de  leurs  bases  ;  on  aura  donc  la  seconde  pro- 
portion SABK  :SAKC:: SBK: SKC  (2). 

A  cause  du  rapport  commun  qui  existe  entre  les  pro- 
portions (1)  et  (2)^  on  aura  donc  SBK;SKC::SAB; 
SAC;  c.  y.  /.  d. 
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-*  THÉORÈME. 

407.  Dans  un  tétraèdre  quelconque,  les  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  arêtes  opposées  se  coupent  en  un  même  point 
qui  les  divise  chacune  en  deux  parties  égales;  de  plus,  si 
Ton  joint  ce  point  aux  différents  sommets  du  tétraèdre,  on 
obtient  des  droites  qui  passent  par  les  centres  de  gravité  des 
faces  opposées,  et  le  point  en  question  se  trouve  sur  cha- 
cune de  ces  droites,  au  quart  à  partir  de  la  base,  et  aux  trois 
quarts  à  partir  du  sommet. 

FiG.  345.  — Soient  MN,  PQ  et  ID  les  droites  qui 
joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre 
SABC.  Prouvons  d'abord  que  ces  droites  se  coupent  en 
un  même  point.  Pour  cela,  joignons  QD,  DP,  PI  et  IQ. 
Nous  obtiendrons  ainsi  la  figure  QDPI  qui  est  un  paral- 
lélogramme, car  QD  et  IP  sont  parallèles  comme  étant 
parallèles  à  la  même  droite  AB,  et  il  en  est  de  même  des 
cAtés  DP  et  IQ  qui  sont  tous  les  deux  parallèles  à  SC  ; 
donc  déjà  les  deux  lignes  PQ  et  IDsecoupent  en  un  même 
point  O  et  en  leurs  milieux. 

Joignons  maintenant  DN,  NI,  IM  et  MD,  nous  ob- 
tiendrons ainsi  la  figure  DMIN,  qui  est  aussi  un  parallé- 
logramme ,  comme  il  est  facile  de*  le  démontrer  ;  donc 
aussi  les  deux  lignes  MN  et  ID  se  coupent  au  même 
point  O  et  en  deux  parties  égales. 

Donc  enfin  les  trois  lignes  MN,  PQ  et  ID  se  coupent 
au  même  point  O  qui  les  divise  chacune  en  deux  par«^ 
ties  égales. 

Joignons  maintenant  le  point  O  au  sommet  S,  et  con« 
cevons  qu'on  fasse  passer  un  plan  par  les  deux  Kgnes 
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SO  et  se  ;  ce  plan  contenant  la  ligne  ON  coupera  la  base 
ABC  suivant  la  ligne  CM  qui  joint  le  sommet  C  au  point 
M,  milieu  de  ÂB  ;  donc  la  ligne  SO  rencontrera  la  base 
ABC  en  un  point  de  CM. 

De  même,  si  Ton  conçoit  qu'on  Tasse  passer  un  plan 
par  les  deux  lignes  SO  et  SA,  ce  plan  coupera  la  base 
ABC  suivant  la  ligne  AP  qui  joint  le  sommet  A  au  point 
P,  milieu  de  BC,  et  par  conséquent  la  ligne  SO  rencon- 
trera la  base  ABC  en  un  point  de  AP.  La  ligne  SO  per- 
cera donc  la  base  ABC  au  point  K  d'intersection  des  li- 
gnes CM  et  AP,  c'est-à-dire  au  centre  de  gravité  de 
cette  base. 

Il  nous  reste  encore  à  démontrer  que  la  distance  OK 
est  le  quart  de  SK. 

Or,  dans  le  triangle  PQH,  OK  étant  parallèle  à  QH; 
et  PQ  étant  le  double  de  OP,  il  en  résulte  que  OK=: 
^.  De  même  dans  le  triangle  ASK,  QH  étant  parallèle 
à  SK  et  AS  étant  le  doubte  de  AQ,  il  en  résulte  que 
QH=^;  doncen&nOK=^,  et  le  théorème  est  en- 
tièrement démontré. 

Corollaire.  Le  point  O  est  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre,  et  c'est,  comme  on  le  voit,  ou  bien  le  point 
de  rencontre  des  droites  qui  joignent  les  milieux  dest 
arêtes  opposées,  ou  bien  le  point  de  rencontre  des  droites 
qui  joignent  les  sommets  du  tétraèdre  aux  ceiiti^s  de 
gravité  des  faces  opposées. 
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TBÈORÉIIB. 


408.  Dans  un  prisme  quadrangulaire  quelconque  ÂBCDEFGH, 
la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  douze  arêtes ,  plus  huit  fois  le  carré  de  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

Fio.  346.  —  Par  les  deux  arêtes  opposées  AE  et  CG 
faisons  passer  un  plàn^  ce  plan  coupe  les  deux  bases  du 
prisme  suivant  deux  lignes  parallèles  kC  et  £G,  de  sorte 
que  la  figure  ÂËGC  est  un  parallélogramme  dans  le- 
quel les  diagonales  AG  et  EC  se  coupent  au  point  M  en 
deux  parties  égales.  Eu  faisant  passer  également  un  plan 
par  les  arêtes  opposées  BFet  DH«  on  obtient  un  paral- 
lélogramme BFHD  dans  lequel  les  diagonales  BH  et  FÛ 
se  coupent  au  point  M  en  deux  parties  égales.  La  ligne 
MN  est  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  du 

prisme,  et  il  faut  démontrer  qu'on  a  la  relation  AG  + 

EC  +  BH  H-  FD  =  AE  +  CG  +  BfV  DhV  2  (Ab'  H- 

BC+CD  +  AD)  +  8MN.  Or,  dans  le  parallélogramme 

AEGC,  on  a  AG4-EC=AE  +  CG  +  2 AC  Dans  le 

parallélogramme  BfrHD,  on  a  Bm-FD  =  BF-4-DH 

—2 

+  2BD.  Ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 

il  vient  AG  +  EC  +  m  +  iiD=KK  +  CgV  BF  4- 

DhV2(ÂCH-BD). 

Mais  dans  le  quadrilatère  ABCD,  on    a,   d'après 

—2  —2—2—2  —2 

un  théorème  connu ,  AC  +  BI) = AB  4-  BC  4-  Cd  4- 
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dI4-4PQ;  il  vient  donc  AG +EC +BH  4-FD  = 

ae'+cgVb?+dh+2(Àjb+b^+cdVad*)  + 

8PQ, 

Le  théorème  sera  par  conséquent  démontré  si  l'on 
proave  que  PQ,  ou  son  égal  RS  est  égal  è  MN.  Or,  dans 
le  triangle  AEG,  les  points  M  et  R  étant  les milieur  des 
côtés  AG  et  EG,  il  est  clair  que  MR  est  parallèle  à  AE 
et  égal  à^.  De  même,  dans  le  triangle  FDH  les  points 
N  etS  étant  les  milieux  des  cAtés  FD  et  FH,  il  est  clair 
que  NS  est  parallèle  à  DH  et  égal  à  ^ ,  ou  à  ^.  La  fi- 
gure MRSN  est  donc  un  parallélogramme,  puisque  MR 
est  égal  et  parallèle  à  NS;  donc  RS  =  MN,  et  h  théo- 
rème est  démontré. 

Corollaire.  Les  diagonales  d*un  parallélipipède  se 
coupant  toutes  en  un  même  point  qui  les  divise  en  deux 
parties  égales,  il  en  résulte  que  dans  un  parallélipidède 
la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  douze  arêtes. 


PROBLEME. 

409.  Circonscrire  une  sphère  à  une  pyramide  triangulaire,  on 
autrement  dit,  déterminer  une  sphère  dont  la  surface  passe 
par  les  quatre  sommets  d'une  pyramide  triangulaire. 

FiG.  347.  —  Soit  la  pyramide  triangulaire  SÂBC; 
la  surface  de  la  sphère  devant  passer  par  les  quatre  som- 
mets S,  A,  B  et  C,  le  centre  de  la  sphère  doit  être  éga- 
lement éloigné  de  ces  quatre  points.  Cela  posé,  tous  les 
pointa  éçarem^Qt  distanU  dei  extrémité»  À  et  B  de  Afi 
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sont  dans  le  plan  DIO  conduit  perpendiculairement  à  ÀB 
par  le  milieu  D  de  AB  ;  le  centre  de  la  sphère  demandée 
est  donc  situé  dans  le  plan  DIO.  Si  par  le  point  E,  mi- 
lieu de  fiC,  on  mène  un  plan  ElO  perpendiculaire  à 
BC,  le  centre  devra  aussi  se  trouver  dans  ce  plan.  Le 
centre  sera  donc  situé  sur  l'intersection  10  des  plans 
DIO  et  EIO.  Or,  le  centre  doit  aussi  se  trouver  dans  le 
plan  FO  perpendiculaire  sur  le  milieu  F  de  SA  ;  Tinter- 
section  O  de  ce  plan  avec  la  droite  lO  sera  donc  le  cen- 
tre de  la  sphère  demandée.  En  effet^  les  plans  DIO, 
EIO  et  FO  étant  respectivement  perpendiculaires  sur  les 
milieux  des  droites  ÀB,  BC  et  SA,  le  point  O,  qui  ap- 
partient à  ces  trois  plans^  est  également  distant  de  A  et 
B,  de  B  et  C,  de  A  et  S  ;  les  droites  OA,  OB,  OC  et 
OS  sont  donc  égales.  La  sphère  décrite  du  point  O 
comme  centre,  avec  le  rayon  OA,  passera  donc  par  les 
quatre  sommets  A,  B,  C  et  S  de  la  pyramide. 

Prouvons  maintenant  que  le  centre  O  existe  toujours. 
En  effet,  les  droites  AB  et  BC  se  coupant,  les  plans  DIO 
et  EIO,  perpendiculaires  à  ces^ droites,  se  rencontrent 
toujours  suivant  une  droite  lO  ;  les  droites  AB,  BC  étant 
respectivement  perpendiculaires  aux  plans  DIO ,  EIO, 
il  s'ensuit  que  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à  chacun 
de  ces  plans,  et  par  conséquent  à  leur  intersection  lO; 
d'ailleurs,  la  droite  SA  n'étant  jamais  parallèle  an  plan 
ABC,  le  plan  FO,  perpendiculaire  sur  SA,  rencontre 
toujours  01  en  un  point  O  ;  et  l'on  a  démontré  que  ce 
point  est  le  centre  de  la  sphère  demandée. 

Enfin,  démontrons  qu'il  n'existe  qu'un  seul  centre  O  ; 
car  les  trois  plans  DIO,  EIO  et  FO  ne  peuvent  se  cou- 
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per  qu'en  un  seul  point;  et  toqt  point  qui  ne  sç)r|iit  pfs 
situé  dans  ces  trois  plans  ne  serait  pas  égalemei)t  distant 
des  quatre  points  donnés. 

Il  suit  de  le  qu'une  sphère  est  entièrement  détermi- 
née lorsque  sa  surface  est  assujettie  &  passer  par  quatre 
points  donnés  qui  ne  sont  pas  dans  ;in  ipème  plan. 

PROBLÈMB. 

410.  Inscrire  une  sphère  dans  une  pyramide  triangulaire,  c'qs(- 
à-dire,  déterminer  une  sphère  dont  la  surface  soif,  tangente 
aux  quatre  Taces  d^une  pyramide  triangulaire. 

Fi6.  348.  ; —  La  sphère  devant  être  tangente  aux  qua- 
tre faces  de  la  pyramide,  il  en  résulte  que  les  quatre 
perpendiculaires  menées  du  centre  de  cette  sphère  sur 
les  faces  de  la  pyramide,  doivent  être  égales;  le  centre 
de  la  sphère  doit  donc  se  trouver  dans  les  jplans  qui  di- 
visent en  deux  parties  égaies  les  angles  dièdres  formés 
par  les  faces  de  la  pyramide  ;  Tintersection  de  ces  plans 
sera  donc  le  centre  de  la  sphère  inscrite. 

Ainsi,  pour  inscrire  une  sphère  dans  la  pyramide 
triangulaire  SÀBC,  on  mènera  par  les  arêtes  BA,  CB  et 
SA  des  plans  ABO,  BQC  et  SAO  qui  divisent  en  deux 
parties  égales  les  angles  formés  par  les  faces  qui  se  cou- 
pent suivant  ces  arêtes;  l'intersection  O  de  ces  trois  plans 
sera  le  centre  de  la  sphère  inscrite. 

On  démontrerait  facilement  que  le  point  O  existe  tou- 
jours, et  qu'il  n'existe  qu'une  seule  sphère  inscrite* 
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THÉOUtalB. 

411.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre,  ^ur  la  sur- 
face d'une  sphère,  est  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  ces  deux 
points. 

Fi6.  349.  —  Démontrons  d'abor4  que  si  AMNPB  est 
la  ligne  la  plus  courte  qui  puisse  exjster  sur  I9  surface 
de  la  spbèr^  eotre  les  pointe  A  etB,  une  partie  quelcon- 
'  qife  MNP  de  cette  ligne  sera  le  plus  court  chemin  de  M 
^  P  ;  en  effet,  si  l'on  pouyait  tracer  entre  M  et  P  une 
Ijgne  MQP  plus  courte  que  MNP,  la  ligne  AMQPB  se- 
rait mpins  longi^eque  le  plus  court  chemin  AMNPB  en- 
trp  4  ^t  ^1  ^  qui  est  absurde. 

f^i^qft  voir  ^n  second  lieu  que,  lorsque  deux  arcs 
f)e  gPfufl  cercle  Ap  et  AC  sont  égaux,  les  plus  coprt^s 
distances  entre  les  extrémités  de  ces  arcs  sont  égales  ; 
en  effet,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  ADA'  de  Tare  AD  au- 
lOfLf  ^p  fliaipètr^  44',  on  pourra  toujours  amener  le  point 
Dfij^Ç;  (^t  les  arjcç  AD  et  AC  coïncidant ,  la  distance  la 
pliis  courte  entre  les  extrémités  de  l'un  de  ces  arc^  coïn- 
£j(}erii  qépei^pairement  ayec  la  distance  la  plus  courte  en- 
tfre  |e;  extrémité^  de  l'autre  arc. 

péman^rpns  en  troisième  lieu  que ,  quand  un  arc  de 
graqd  cerple  ADB  est  plus  grapd  qu'un  autre  arc  de  grand 
çGtç]f  4c,  la  plus  CQurte  distance  entre  A  et  B  est  plus 
grande  qi^e  celle  de  AàC,  et  réciproquement. 
*  En  effet,  si  AMNPB  est  }a  ligne  la  plus  courte  dp  A 
à  P,  l'arp  ppE  de  pe^jt  perde  c)écri^de  A  coipme  pâle 
«puper»  oécps^irapiient  la  ligne  AMNPQ  en  un  certain 
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point  N,  puisque  par  hypothèse  Tare  ÂB  est  >  AC;  et 
les  arcs  de  grahd  cercle  AHN  et  AC  étant  égaux,  il  ré- 
sulte de  ce  qu'on  a  vu  précédemment  que  les  plus  courts 
chemins  de  A  à  N  et  de  A  à  C  seront  égaux. 

Or,  le  plus  court  chemin  de  A  à  B  est  égal  au  plus 
court  chemin  de  A  à  N  augmenté  du  plus  court  chemin 
de  N  à  B  ;  donc  la  plus  courte  distance  dé  A  à  B  est  plus 
grande  que  celle  de  A  à  C. 

Réciproquement,  lorsque  le  plus  court  chemin  de  AàB 
est  plus  grand  que  celui  de  A  à  C,  l'arc  de  grand  cercle 
AB  est  plus  grand  que  Tare  de  grand  cercle  AC  ;  car,  d'a- 
près ce  qu'on  a  vu,  si  ces  deux  arcs  étaient  égaux,  le  plus 
court  chemin  de  A  à  B  serait  égal  à  celui  de  A  à  C,  ce 
qui  est  contraire  à  l'hypothèse,  et  si  l'arc  ÂDB  était  moin- 
dre que  l'arc  AC,  il  en  résulterait  que  le  plus  court 
chemin  de  A  à  B  serait  <  que  celui  de  A  à  C,  ce  qui  est 
encore  contraire  à  l'hypothèse;  donc  l'arc  AB  est  > 
que  AC. 

Prouyons  enfin  que  le  plus  court  chemin  de  A  à  B  est 
l'arc  de  grand  cercle  ADB  conduit  par  ces  deux  points. 

En  effet,  si  un  point  N  de  ce  plus  court  chemin  était 
situé  hors  de  l'arc  de  grand  cercle  ADB,  on  pourrait  tra- 
cer deux  arcs  de  grand  cercle  AHN  et  BKN  qui  ne  se 
confondraient  pas  avec  l'arc  ADB,  et  le  plus  court  che- 
min de  A  à  B  serait  égal  à  celui  de  A  à  N,  plus  celui  de 
N  à  B  ;  donc  la  plus  courte  distance  entre  A  et  B  serait 
plus  grande  que  celle  de  A  à  N,  et  par  suite  l'arc  de  grand 
cercle  ADB  serait  >  AHN  * 

Prenant  sur  l'arc  ADB  une  partie  AD = AHN  ^  les  dis- 
tances les  plus  courtes  de  A  à  Det  de  A  à  N  seraient 
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égales.  Or,  par  hypothèse,  le  plas  coart  chemin  de  A  à 
N,  plas  celui  de  N  à  B  est  <  le  plus  court  chemin  de 
A  à  D,  plus  celai  de  D  à  B  ;  donc  la  plus  coarte  distance 
de  N  à  B  serait  plus  courte  que  celle  de  D  à  B  ;  donc 
Tare  de  grand  cercle  NKB  serait  <DB;  mais  l'arc 
AHÎ>Ï  =  AD  ;  donc  l'arc  AHN  +NKB  serait  <  AD  + 
DB,  ou  l'arc  AHN  +  NKB  serait  <ADB. 

Le  côté  ADB  du  triangle  rectangle  AN  B  serait  donc 
plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres,  ce  qui  est 
absurde.  Aucun  point  du  plus  court  chemin  entre  A  et 
B  ne  peut  donc  se  trouver  hors  de  l'arc  de  grand  cercle 
ADB;  le  théorème  est  donc  démontré. 


^  PROBLEME. 

41  â.  Connaissant  le  volume  v  d'un  parallélipipède  rectangle, 
et  sachant  que  les  longueurs  des  arêtes  sont  entre  elles  comme 
les  nombres  m,  n  et  p,  déterminer  ces  trois  arêtes. 

Si  Ton  désigne  par  a;,  y  et  s  les  longueurs  des  trois 
arêtes  du  parallélipipède  donné,  on  aura  pour  l'expres- 
sion de  son  volume  xyz=zv  (1)»  et  comme  les  arêtes 
doivent  être  dans  le  rapport  des  nombres  m,  n,  et  p, 
on  9iVirdiXlm::yln::zlp,  ou  bien  iu;=my  (2), 

px^=:mz  (3). 
On  a  donc  entre  les  quantités  â?,  y,  et  2  trois  équations; 
par  conséquent  en  les  résolvant  on  aura  les  valeurs  des 
trois  inconnues  qu'elles  renferment. 

En  tirant  des  deux  dernières  les  valeurs  y  =  ^,  s= 
^,  et  en  les  portant  dans  la  première  équation,  il  vient 
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!|^S=:V  ;  4*9^  ^=^^  :  nftettant  maistenant  cette  valeor 
i»  x  dans  lea  expression  dea  incoonqe^  y  et  x,  on  «mni 

Les  longueurs  des  trois  arAtes  demandées  sont  donc 
données  par  les  formules  x = V^,  y = ^^ ,  2 = V^ . 

PROBLÈME. 

4i3.  $tant  données  les  bases  B*,  5*  et  la  hauteur  H  d*un  tropc 
de  pyramide,  calculer  le  volume  de  la  pyramide  totale  et  le 
volume  de  la  petite  pyramide. 

Soient  P  la  pyramide  totale,  p  la  petite  pyramide, 
X  et  a;  deux  arêtes  homologues  dans  ces  deux  pyramides  ; 
le  tronc  de  pyramide  étant  la  différence  entre  la  pyra- 
mide totale  et  la  petite,  çt  sa  césure  étant  représentée 
par  J  H  (B*  +  6*  +  B6) ,  nous  aurons  la  première  équa- 
tion p_|>  =  ^(B»+ft'  +  B6). 

D'un  autr^  côté,  les  pyramides  étwt  semblables  sont 
entre  elles  dans  le  rapport  des  cubes  des  arêtes  homo- 
logues; donc  on  a  V\f\\li}\x^.  D'ailleurs,  les  bases  de 
ces  pyramides  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces 
mêmes  arêtes,  puisque  ce  sont  des  polygones  semblables  ; 
donc  ona  B*:6*::  Wx\  ou  B:6:;X:a?;  d'où  B':6*:: 
X*:a:%  et  par  suite  Plp  :  :  B*:6«,  ou  bien  6*P=  B*p. 

On  a  donc  entre  P  et  p  les  deux  équations  P — jp  = 
?  (B*4-6*+B6),  i'PrsB^p.  On  tire  de  la  seconde  la  va- 
leur p  =:  ^ ,  et  on  la  porte  dans  la  première  équation ,  ce 
qui  donne  P_^=5  (B*+**+B*),  ou  bien  P(B»— i») 

=|(B*  +  6*4-B6)B»;  d'oùP=ÎHB»X(^^Tj^). 
En  divisant  ^s  deux  tenues  da  second  membre  par 
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Bt+6'  +  Bb,  on  obtient  enfin  P=|H^.  Portant  cette 
valeur  de  P  dans  Texpression  |)=^,  il  vient  p =5  H 


6* 


PROBLÈME. 


414.  Étant  donné  un  tronc  de  pyramide  T,  dont  (es  bases  so^t 
B*  et  h\  et  la  hauteur  H,  le  partager  par  un  plan  parallèle  aux 
bases  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport 
4pDpéd€imàn. 

> 

Fio.  307.  —  Supposons  le  problème  résoin,  e(  sojt 
MNP  le  plan  demandé,  qui  divise  le  tronc  de  pyramide 
donné  en  deux  autres  troncs  PetQ  qui  soient  dans  le  rap- 
port de  m  à  n.  Nous  aurons,  d'après  l'hypothèse,  P;Q 
:;fn;n;  d'où  P+Q,  ou  T:P::m  +  n;m.  Désignons 
par  X  la  distance  d\\  plan  séçapt  à  la  base  inférieure,  et 
par  y'  la  section  faite  par  ce  plan  dans  le  tronc  de  pyra- 
mide, le  volume  du  tronc  P  sera  P=|a;  (B*  +y*  +  By), 
et  comme  |e  volume;  du  tronc  dç  pyramide  donné  T  est 
égal  à  -î  U  (B'+  6*+  B6) ,  nops  aurops  i  H  (B»+&'+  Bt) 
:  ia;(B'+y«+By) :;m+n:m,  ou (m+n)  (B'+y«+By) 
;r=mH(B»+6*-f-B6)(l), 

Pour  nvoir  upo  féconde  équation  entre  op  et  y ,  abais^ 
aona  c|u  sommet  S  une  perpendiculaire  ^ur  les  bases,  et 
soient  SH,  SO  et  Sh  les  hauteurs  de  la  pyramide  totale, 
de  la  pyramide  moyenne  et  de  la  petite  pyramide.  Les 
bases  de  ces  pyramides  étant  semblables  seront  entre 
elles  comme  les  carrés  des  hauteurs,  ce  qui  donnera 

B«:yV:SH:so', 
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qttbien  B:y::SH:SO. 

y:b::so:Sh, 

ouB— y:a;::y:SO, 

y—b:H—x::y:so. 

On  aura  donc  B — y'.x'.'.y — b'.H — x,  ou  (8 — y) 
(H— «)=a:(y— 6)(2). 

Si  l'oD  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  y  en  fono- 
tion  de  x,  et  qu'on  la  porte  dans  l'équation  (1) ,  on  ob- 
tiendra ,  toutes  réductions  faites,  l'équation  en  x  Au. 
troisième  degré.  (B— ft)*»*— 3HB(B— é)a:'  +  3B»H 
~=^H»(B*  +  A*  +  BA)=o. 

PROBLÈME. 

415.  Ëtant  donnés  deux  points  Â  et  B  sur  la  surface  d*une 
sphère,  décrire  l'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  ces  deux 
points. 

Des  points  A  et  B  comme  centres,  et  avec  un  rayon 
égal  à  la  distance  polaire,  on  décrit  deux  arcs  qui  se  cou- 
peront en  un  point.  Ce  point  est,  comme  on  le  sait,  le 
pôle  de  Tare  de  grand  cercle  qui  doit  passer  par  les  deux 
points  donnés  ;  si  donc  de  ce  point  comme  centre,  et  avec 
la  même  distance  polaire,  on  décrit  un  arc,  ce  sera  Tare 
de  grand  cercle  demandé. 

raoBLÈMB. 

416.  D'un  point  A  donné  sur  la  surface  de  la  sphère,  mener 
un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  un  arc  donné. 

Du  point  À  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  k  la 


Digitized  by 


Googk 


(373  ) 

distance  polaire,  on  décrit  un  arc  qui  coupe  l'àrc  donné 
en  un  point  que  j'appellerai  B.  Du  point  B  comme  cen- 
tre, et  avec  la  même  distance  polaire  pour  rayon ,  on 
décrit  un  arç  de  grand  cercle  qui  passe  nécessairement 
par  le  point  À  et  qui  est,  comme  on  le  sait,  perpendicu- 
laire sur  l'arc  de  grand  cercle  donné. 

PROBLÈME. 

4i7.  Étant  donnés  trois  points  Â,  Bet  G  sur  la  surface  de  la 
sphère,  décrire  le  petit  cercle  qui  passe  par  ces  trois 
points. 

Des  points  A  et  B  comme  centres,  avec  un  rayon 
égal  à  la  distance  polaire,  on  décrit  deux  arcs  qui  se  cou- 
pent en  deux  points  ;  par  ces  deux  points  on  fait  passer 
un  arc  de  grand  cercle,  et  on  obtient  ainsi  le  lieu  géo- 
métrique de  tous  les  points  de  la  surface  de  la  sphère  k 
égale  distance  des  points  Â  et  B.  On  cherche  de  la  même 
manière  le  lieu  géométrique  des  points  de  la  surface  de 
la  sphère  qui  sont  à  égale  distance  des  deux  points  B  et  C. 
Les  points  où  ces  deux  lieux  géométriques  se  coupent 
sont  à  égale  distance  des  trois  points  Â,  B  et  C ,  et  sont 
par  conséquent  les  pôles  du  petit  cercle  qui  passe  par 
ces  trois  points.  Si  donc  de  l'un  de  ces  points  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  sa  distance^au  point  Â,  on 
décrit  un  arc  de  cercle,  il  passera  par  les  trois  points 
donnés  A,  3etC 


Digitized  by 


Googk 


(  374  ) 

PROBLÈME. 

H 8.  Partager  Pangle  formé  par  deux  arcs  de  grand  cercle 
en  deux  parties  égales. 

Du  sommet  A  de  l'angle  comme  pâle,  on  décrit,  avec 
la  distance  polaire  pour  rayon ,  un  arc  de  grand  cercle  ; 
on  partage  la  portion  BC  de  cet  arc  comprise  entre  les 
deux  côtés  de  l'angle  en  deux  parties  égales  au  point  M , 
et  on  fait  passer  un  arc  de  gratid  cercle  par  le  point  M 
et  le  sommet  À  de  l'angle  donné.  On  obtient  ainsi  l'arc 
de  grand  cercle  qui  divise  en  deux  parties  égales  l'an- 
gle donné. 

PROBLÈME. 

419.  Étant  donné  un  point  B  situé  sur  un  arc  de  grand  cercle, 

faire  en  ce  point  un  angle  égal  à  un  angle  donné  A. 

Du  sommet  A  comme  pôle,  avec  lin  rayon  égal  à  la 
distance  polaire,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
les  deux  côtés  de  Tangle  A  en  deux  points  M  et  N.  Du 
point  B  coihnle  pôle,  et  avec  le  même  rayon,  ou  décrit 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  l'arc  de  grand  cercle  doniié 
en  an  point  P.  On  prend  sût  le  dernier  arc  que  l'on  vient 
dé  déerii:e  tine  longueur  PQ  égale  à  l'arc  MN.  Par  les 
points  Q  et  B  on  fait  passer  un  arc  de  grand  cercle,  et 
m  obtient  ainsi  un  angle  QBP  égal  â  l'angle  donné  A. 

PROBLÈMB. 

420.  Par  un  point  donné  sur  la  surface  de  la  sphère,  meiier  un 

plan  tangent  à  la  sphère. 

On  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité  du 
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rayon  qui  passe  par  le  point  donné.  Ce  plan  est  tangent 
à  la  sphèire. 

PROBLÈME. 

421.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  la  surface 

de  la  sphère. 

Par  le  centre  de  la  sphère  on  mène  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  droite  donnée  qui  la  rencontrera  en  un 
point  K,  et  coupera  la  sphère  suivant  un  grand  cercle; 
du  point  K  on  mène  une  tangente  à  ce  grand  cercle,  et 
on  fait  passer  un  plan  par  la  droite  donnée  et  par  cette 
tangente.  Ce  plan  esï  le  plan  demandé. 

PROBLÈME. 

422.  Par  une  droite  donbée,  mener  un  plan  qui  coupe  la  sphèi^ 
auivanl  un  cercle  ayant  pour  Irayon  une  dit>ite  donnée. 

La  distance  dn  centre  de  la  sphère  au  plan  demandé 
est  un  des  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
ayant  pour  hypothénuse  le  rayon  de  la  sphère,  et  pour 
autre  c6té  de  l'angle  droit  la  droite  donnée.  Si  donc  on 
construit  cette  distance  et  qu'on  mène  un  plan  tangent 
à  là  sphère  qui  aurait  cette  distance  pour  rayon,  et  pour 
centre  le  centre  de  là  sphère  primitive ,  ce  plan  sera  le 
plan  demandé. 

PROBLÈME. 

423;  Décrira  un  cercle  dont  la  surface  soit  équivalente  à  celle 
d'une  zone  sphérique  donnée. 

Soit  h  là  hauteur  de  la  ïont  dbdUëe  et  h  Ib  rayon 
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de  la  sphère  sur  laquelle  elle  est  tracée  ;  comme  ou  sait 
que  la  surface  d'une  zone  est  égale  à  sa  hauteur  multi- 
pliée parla  circonférence  d'un  grand  cercle,  il  s'ensuit, 
que  la  zone  donnée  a  pour  surface  &  X  2itR.  Par  con- 
séquent, si  l'on  désigne  par  x  le  rayon  du  cercle  inconnu 
dont  la  surface  est  égale  à  celle  de  la  zone,  on  aura  ir  x* 
=  &X27rH;  d'où  a^  =  &X2R. 
.  On  voit  donc  que  le  rayon  du  cercle  demandé  est  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  hauteur  de  la  zone 
donnée  et  le  diamètre  de  la  sphère  &  laquelle  cette  zone 
appartient. 

Corollaire.  Lorsque  la  zone  donnée  est  une  zone  à 
une  base,  c'est-à-dire  une  calotte  sphérique,  la  corde 
de  l'arc  générateur  est  précisément  la  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  hauteur  de  la  zone  et  le  diamètre 
de  la  sphère  ;  donc  dans  ce  cas  le  rayon  du  cercle  de- 
mandé est  égal  à  la  corde  de  l'arc  générateur  de  la  zone 
donnée. 

PROBLÈHB. 

ÂfA.  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  H ,  diviser  sa  surface 
en  m  parties  équivalentes  par  des  plans  parallèles. 

La  surface  de  la  sphère  devant  être  partagée  par  ces 
plans  parallèles  en  différentes  zones,  si  l'on  désigne  par 
X  Tune  de  ces  zones,  et  par  x  sa  hauteur,  on  aura,  d'a- 
près l'hypothèse,  z; sphère  ::  l:m.  Or,  la  surface  de  la 
sphère  est  égale  à  4  ttR*,  et  celle  de  la  zone  esta;  X  SttR; 
doncona27rR.a;:47rR*::l:m,  oua;:aR::l;m;  d'où 

X  —  -jj-. 

On  voit  donc  que  pour  résoudre  la  question  il  faut 
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diviser  le  diamètre  de  la  sphère  en  m  parties  équiva- 
lentes. 

PHOBLÊMB. 

4i5.  Etant  donnée  une  sphère  de  rayoti  R,  ou  propose  de  la 
couper  par  un  plan  qui  divise  sa  surface  en  deux  zones,  qui 
soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

Si  l'on  désigne  par  x  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
au  plan  sécant,  la  hauteur  de  l'une  des  zones  sera  R — x^ 
et  celle  de  la  seconde  zone  sera  K+x.  Par  conséquent, 
les  surfaces  des  deux  zones  seront  (R — x)  X  27rR  et 
(R  +a:)  X  27rR,  et  on  aura,  d'après  l'énoncé  de  la  ques- 
tion, (R—ar)X  27rR:(R+a?)  X  27rR::m;n,  ou  R— a; 
:R+x::m;n.  On  tire  de  cette  proportion  n(R — x)  = 
in{K+x),o\xnK — naj=mR+twa?;  à'ovLX='^^j^. 

La  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  sécant  est 
donc  une  quatrième  proportionnelle  km+n^  n — metR. 

PROBLÈME. 

•426.  Connaissant  la  surface  d*une  sphère,  calculer  son  Yolume. 

Si  l'on  désigne  par  S  la  surface  de  la  sphère  qui  est 
connue,  on  aura ,  d'après  un  théorème  connu ,  S = 4 tt  R'  ; 
d'où  on  tireR=^-. 

En  mettant  cette  valeur  de  R  dans  l'expression  du 
volume  de  la  sphère  qui  est,  comme  on  le  sait,  égal  à  sa 
surface  multipliée  par  le  tiers  du  rayon,  on  obtient  pour 
ce  volume  V=:SXJX5^=:^» 
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PROBLÈME. 


427.  Ëtant  donnée  une  sphère  de  rayon  H,  on  propose  de  la 
couper  par  un  plan  qui  la  divise  en  deux  segments  qui  soient 
entre  eux  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

Si  l'on  désigne  pat  V  et  V  les  yolumes  des  deux  seg- 
ments dont  il  s'agit,  on  aura,  d'après.rhypothèse  V;  V 
::m;n,  ou  V  +  V;V::m+n:m,  ou  sphère:  V::m+ 
nlm,  ou  enfin,  j  ?rR*;V  ::m+n;m.  Représentons  par 
X  la  distancé  du  plan  sécant  au  centre  de  la  sphère ,  et 
par  2^  lé  rayon  de  la  section  faite  dans  la  sphère  par  le 
plan  sécant,  la  hauteur  du  segment  V  sera  R — x,  et 
sÂ  base  sera  Tty*.  Par  conséquent,  d*après  un  théorème 
connu,  le  volume  de  ce  segment  sera  V  =  Il-7-a;  X^' 
+ 1 TT  (R — aî)S  et  on  aura  Jtt  R*;  (R— x)  ^  +  ^i^ 
:;m+n;w;d'oà  on  tire  |7rmR' =  (m+n)  ((R — x) 
^ + Jslâ^')  (1).  Onad'ailleurs  y*  =  R' — x^  ;  parconsé- 
quent,  si  Ton  porte  cette  valeur  de  y*  daiisTéquation  (1), 
on  aura,  pour  déterminer  Xy  l'équation  Î7rwR*=:2i'!^ 
((R_a;)(R«_a;«)  +  (i^£l!),  ou  bien  |  mR'  =  (m  +  n) 
(R4.a5+!^)=(R_a;)\  ou^j  =  (2R+«)  (R-^)S 
ou  x'—3  K'x  +  2  R'— î^= O  ;  ou  enfin  a;'— 3  R«x 


THEOREME. 

iâ8.  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  r  sur  une  sphère  de  rayon 
k,  on  propose  de  déterminer  un  second  cercle  parallèle  au  pre- 
mier, et  comprenant  avec  lui  un  segment  qui  soit  dans  un 
rapport  donné  ?  avec  le  cône  qui  atarait  pour  sommet  le  ben- 
tre  du  premier  cercle,  et  pour  base  le  second  cercle. 

FiG.  308.  — Soient  AB=r  le  rayon  du  cercle  donné. 
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la  distance  AO  qui  sépare  le  centre  de  la  sphère  de  ce 

cercle  sera  ÀOrTV^ol*— AB*=l^tl»— r*=R'.  Repré- 
sentons par  X  la  distance  AG  qui  sépare  le  cercle  donné 
AB  du  cei-eie  demandé  CD,  la  distance  OC  sera  OC  = 
OA  +  AC=  K'-l-  ic ,  et  le  rayon  CD  du  cercle  demandé 

sera  CD  =  ^^D'^-^•=^^R•— (R'+a:)'. 

Cela  posé,  le  volume  dti  segment  compris  entre  les 

deux  cercles  AB  et  CD  est  AC^AB»+irCD*j  +  ;7rAC,  ou 

ou«^(3r*+3R»— 3(R«— r«)— eR'x— 3x«+a?),ou 

Y(6r»— 6R'x— 2a;*),  ou  ^(3r»  — 3R'a;— x*).  Le 

volume  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A,  et  pour 

—a 
base  le  cercle  CD,  est  égal  à  5  ttCD  X  ^»  ou  5  tt  a;  (R* — 

(R'+x)'),  ou-^  (R«— R'*— 2R'd5— a;»)»  ou  «^(R*— 

(R«_n)— 2R'aî-nX«),  ou^(r»— 2R'aJ— ««). 

Par  conséquent,  comme  d'après  l'énoncé  de  la  ques- 
tion le  volume  du  segment  doit  être  au  volume  du  cône 
dans  le  rapport  de  m  à  n,  on  aura  3r« — 3R'j? — x^lr* 
—  2Kx  —  x^  ::m:n,  oun  (3r»  — 3R'a?— a?*)  =  m 
(r*— 2R'«— a;*),  ou(m— n)aî*  +  (2w— 3n)  Kx  + 
(3n— m)r*=e. 

Telle  est  l'équation  du  second  degré  qui  donnera  la 
valeur  de  x. 

Si  on  la  résont,  on  trouve  pour  x  les  valeurs 

«(»-.n). 

Pour  que  le  problème  soit  po&sible,  il  iaut  d'abord  que 
lès  taleatf  de  m  strient  réellèft^  ce  quieii§e  q«e  la  qatn- 
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tîté  sous  ie  radical  soit  positive  ;  il  Tant  donc  qa'on  ait 
{3n — 2  m)t  R'»  >4  {tn—n)  (3  n — m)  r»,  ou  bien  (3  n — 2 

»i)t  (R«_r')>4  {m—n){3n—m)r*,  ou  bien  (3tt— 
2m)»R«>  [4(m— n)  (3»— -m)  +  (3n— 2m)*]r\  ou  en- 
fin (3n — 2m)«R»>n(4m— 3n)r*;  d'où  on  tire  R> 


su— im 


Telle  est  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les 
données  de  la  question  pour  que  le  problème  puisse  être 
résolu. 

PROBLÈME. 

429.  Étant  donné  un  tronc  de  cône  droit  T  à  bases  parallèles, 
le  diviser  par  un  plan  parallèle  aux  bases  en  deux  parties  qui 
soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

FiG.  350.  — Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
CD  le  plan  demandé  qui  divise  le  tronc  de  c6ne  donné 
en  deux  autres  troncs  P  et  Q  qui  soient  dans  le  rapport 
demàn.  Nous  aurons,  d'après  l'hypothèse,  P;Q: Imln; 
d'où  P  +Q  ou  T;  P  :  :«!  -h  nlm.  Désignons  par  x  la  dis- 
tance du  plan  sécant  à  la  base  inférieure,  et  par  y  le  rayon 
de  la  section  faite  par  ce  plan  dans  le  tronc  de  c6ne 
donné,  le  volume  du  tronc  de  cône  P  sera  P  =  j7:af 
(R*+y*  +  Ry),  et  comme  le  volume  du  tronc  de  cAnc 
donné  est  T  =  J  ttH  (R«  +  r*  +  Rr) ,  nous  aurons  la  pro- 
portion H  (R»  +rt  +  Rr):ic(R«+  y'+  Ry)  : im+nlm; 
d'où  on  tire  (tn + n)  (R*  +  y*+ Ry)  a;  =  m  H  (R*  4- r' 
+  Rr)(l). 

Pour  avoir  une  seconde  équation  entre  les  inconnaes 
w  et  y,  DOQ^abaiwons  £P  et  CQ  perpendiculaires  «ir  CD 
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et  ÂB,  nous  obtenons  ainsi  les  deux  triangles  sembla- 
bles ECP  et  âCQ  qui  donnent  la  proportion  EP:CQ  :  : 
CP:AQ,  ou  n—x:x::y—r:K—y;  d'où  (H— as) 
(R-y)=aî(y~r)(2). 

Si  Foa  tire  de  cette  seconde  équation  la  valeur  de  y  en 
fonction  de  x,  et  qu'on  la  porte  dans  Téquation  (1)  on 
obtiendra,  toutes  réductions  faites ,  l'équation  du  troi- 
sième degré  (R— r)*a?»— 3HR  (R— r)a?•  +  3R•H  — 
55:;  H' (R« +r*  +  Rr)  =  o. 

PROBLÈn. 

430.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  circulaires  et 
parallèles  est  H,  le  rayon  de  l'une  des  bases  est  R,  et  on  pro- 
pose de  déterminer  le  rayon  de  l'autre  base,  de  manière  que 
le  tronc  de  cône  soit  équivalent  à  un  cylindre  droit  à  bases 
circulaires  donné,  et  dont  on  représente  la  hauteur  par  H'  et 
le  rayon  par  R'. 

Désignons  par  x  le  rayon  inconnu  de  la  seconde  base 
du  tronc  de  c6ne ,  le  volume  de  ce  tronc  sera  î  H  X  ?c 
(R* +â?*  +  R^),  tandis  que  le  volume  du  cylindre  donné 
est  H'ttR'*.  Par  conséquent ,  d'après  l'énoncé  du  pro- 
blème, on  devra  avoir ->H(R*+a;*  +  Ra;)=7rH'R'\ 
ouHR*+Ha:*+HRj?=3irR'*,  ou  bien  «*  +  Ra?  + 
R» — ^  =  0.  On  tire  de  cette  équation  x=—^:±: 

»/^_R.  +  £^;ou  x  =  — ^itl'^lîïï^— ^ou  X 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  va- 
leur de  X  soit  à  la  fois  réelle  et  positive ,  ce  qui  exige 
qu'on  aitajl-H:^^  et»/3(SS:i-Ç>^. 
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On  tirp  de  h  première  de  c^  inégalités  R?  <*ï^. 
et  de  la  seconde,  R'  <  ^^.  Ainsi  \ç  problème  «en  ffi^ 
sible  toutes  les  fois  qu'on  auru  R»  <*-nh^- 

Lorsque  les  quantités  H',  R\  R  et  H  sont  données  en 
lignes,  on  peut  construire,  à  Taide  de  la  règle  et  du 
compas,  la  valeur  de  d;  ;  car  si  Ton  pose  0  =  ^  et  jf'= 

Ç,  onare= — f  + 1^  (6  R' — ?•),  et  si  Ton  pose  p»= 

eR',  il  vient  x= — -|  +  l^3(p» — f),  et  par  suite,  «n 

faisant  m*  =/>*—}•,  il  vient  «= — -J  4-l^«»'= — 

On  construira  d'abord  les  lignes  6,  j^p  etm,  ce  qui 
ne  présente  pas  de  difficultés,  puis  on  obtiendra  la  ligne 
X  en  diminuant  m  ^,  qui  est  le  cété  du  triangle  équi- 
latéral  inscrit  daps  le  cercle  dont  le  rayon  est  t}i,  d'une 
longueur  égale  à  \ ,  c'est-à-dire  à  la  moitié  du  rayon 
donné  de  l'une  des  bases  du  tronc  de  cône. 

Si  les  quantités  H\  K\  B  et  H  soqt  données  en  mè- 
tres, on  mettra  à  la  place  de  pes  quantités  leurs  valeurs, 
dans  la  formule  aj= — ^  4- 1^  (SJ^— ?)7et  on  obtien- 
dra immédiatement  en  mètres  la  valeur  du  rayon  x. 

PROBLÈME. 

45i.  Ët^nt  donné  un  prisme  triangulaire  quelconque,  on  pro- 
pose  de  le  couper  par  un  plan,  de  manièie  que  la  section 
soit  un  triangle  équilat^ral. 

FiG.  351.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AMN  la  section  demandée,  telle  qu'on  ait  ÀMsàN 
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=MN.  Par  un  des  sommets  A  de  cette  section  menons 
un  plan  perpendiculaire  sur  les  arêtes  da  prisipe,  et  soit 
ÂBC  cette  section  droite  dans  laquelle  BC=a,  AC=&, 
AB=c;  a,  6,  c  sont  des  quantités  déterminées.  Dési- 
gnons par  X  la  distance  BN,  par  y  la  distance  CM,  et  par 
le  point  N  menons  NK  parallèle  à  BC. 

Les  trii^nglea  rectangles  ABN,  ACM  et  NKM  donnent 
respectivement 

—a        —3        —2 
AN  =  AB  +  BN=c«4-aî\ 

AM  L=  AC  +  CM  L=  6*  +  /, 

MN  =  NKVMK=:a»  +  (y— «)•. 
Et  comme  d'après  Thypothèse  le  triangle  AMN  estéqui- 
latéral,  il  s'eqsutt  qi^'on  a  entre  x  et  y  les  deux  équa- 
tions 

c'  +  J5*=a'  +  (y— a?)*(2). 

Résolvons-les  afin  de  déterminer  les  valeurs  des  in- 
connues xety. 

En  retranchant  la  seconde  de  la  première,  il  vient 
6*+ y* — a* — y*+  2xy — aî»=o,  ou  2  xy=x^  4-  a* — 
b*  ;  d*où  y=**"*^^'.  En  substituant  cette  valeur  de  y  dans 
l'équation  (1),  on  a  c»+«*=6*+^2!±ç=^,  ou  4c>aJ»+ 
4x*=46*a>  +  (x*  +  a»— 6«)t ,  ou  4cV  +  4x*= **• 
«*+a;*+a*+6*+2a*«*— 26'x*— 2a*6vou3x*— 2 
[(<P—  c')  +  (6*—  c')]  x^  =  {a^— b^Y ,  ou  bien  x*  —  2 
[(S^)+(^)]«*=(2pf)*.  On  tire  de  cette  équation 

et  par  suite, 
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On  trouve  facilement  par  un  calcul  ^semblable 

Et  si  Ton  pose 

a'— 6*  =  (a  +  6)(a— 6)=:mXn,  . 
a^—e*={a  +  c){a—c)=pxq, 

6*— €•=  (6  +  c)  (6— c)  =r  X  «. 

Les  valeurs  de  x  et  dey  pourront  se  mettre  soos  la 
forme 

ou  bien     05=  ±:|/ç  +  -f±:m|/(ai+^^)t4.îj 

Et  on  voit  alors  qu'on  pourra  les  construire  avec  le 
seul  secours  de  la  règle  et  du  compas. 

THÉORÂHE. 

432.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'une 
droite  extérieure  et  laissant  tous  les  sommets  d'un  même 
c6té,  est  égal  à  la  surface  de  ce  triangle  multipliée  par  la 
circonférence  décrite  par  son  centre  de  grayité  autour  de 
l'axe. 

Fio.  352.  —  Soit ,  par  exemple ,  le  triangle  DEF 
tournant  autourde  la  droite  XY.  Représentonspar  d,  eet  / 
les  perpendiculaires  abaissées  sur  Taxe  des  points  D,  E 
et  F,  et  par  R  la  perpendiculaire  abaissée  sur  Taxe  du 
poiot  O,  centre  de  gravité  du  triangle,  on  sait  qu'on  a 
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R:=*tetf,  et  illaut  démontrer  qnele  volome  engen- 
dré par  le  triangle  est  égal  à  DEF  x  2ir  R. 

Le  Toinme  engendré  par  le  triangle  DEF  est  évidem- 
ment  égal  an  Tolome  engendré  par  le  trapèze  ADEC, 
plos  le  volume  engendré  par  le  trapèze  ECBF,  moins  le 
volume  engendré  par  le  trapèze  DABF.  On  a  donc 

V = V.  ADEC  +  V.  ECBF— V.  DABF. 
Or.  V.  ADEC=iir.  AC  (d» +«»  +«J), 
V.ECBF=iffBC(«»H-^+e/), 

V.DABF=!„AB(«ï'-Hr+rf/)  =  î«(AC+BC) 
(<r+r+(I/);doncV=!«(AC(*+e«+ed_<f__/«_^#) 
+  BC(«.+/'+e/-#-f-rf/)),  ou  V=î«(AC(*'- 
f^+târ-^f)  +  EC{<i^+df+tf^df))  (A). 

La  surface  du  triangle  DEF  est  égale  à  la  somme  des 
suriaces  des  trapèzes  ADEC  et  ECBF,  diminuée  de  la 
surface  du  trapèze  ABFD  ;  donc  on  a  DEF  =  it*  x  AC 
-H«±fxBC— i^X  (AC  +  BC).  Si  l'on  multiplie  la 
surface  du  triangle  DEF  par  2  ir  R,  ou  par  2  ir  (^^±0, 
on  aura  l'expression  {^X  AC-t-î±fxBC— il/(ACH- 
(Bqx2,r(a^;  ou  bieni„(.+d+/)((rf+,)AC+ 
(e+Z)  BC-(d+/)(AC-t.BO),ou|«(,+dH./)((,«^ 
AC  +  (e—d)  BC)  ;  et  pour  que  le  théorème  soit  démon- 
tré, il  faut  que  l'on  aitjir  («+ d+/)  ((,  _^  AC +(«— d) 
Bq=\n  (AC  (f—f'+ed-df)  +  BC{^+é^+ef.^f). 

En  cflêctuant  les  produits  de  «—/'etde«—<|par«4. 
d+f,oa  parvient  e^tivement  à  une  identité;  donc  le 
volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'une 
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droite  extérieure  est  bien  égal  à  sa  surface  iiittUipliée  par 
la  circonféreDoe  décrite  par  son  centre  de  gtmié. 

Si  Tun  des  sommets  du  triangle  est  sur  l'axe,  ou  si 
un  c6té  DF  du  triangle  se  confond  avec  Taxe,  alors  dans 
la  formule  (A),  d  et  /"deviennent  nuls.  On  introduit  dans 
(A)  cette  hypothèse,  et  on  égale  le  résultat  à  la  surface 
du  triangle  DEF,  somme  des  deux  triangles  DEC  et 
ECF,  multipliée  par  la  circonférence  décrite  par  le  point 
O;  on  arrive  toujours  à  une  identité;  donc  on  peut  dire 
que  le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  au- 
tour d'un  de  ses  côtés  est  égal  à  sa  surface  multipliée  par 
la  circonférence  décrite  par  son  centre  de  gn^vité. 

Corollaire.  Si  l'on  fait  tourner  successivement  un 
triangle  autour  de  ses  trois  côtés,  les  trois  volumes  en->> 
gendres  sont  entre  eux  comme  les  distances  du  centre 
de  gravité  du  triangle  à  ses  trois  côtés. 

THÉORiMB. 

4â3.  Le  volume  engendré  par  un  polygone  quelconque  ÂBCDE 
tournant  autour  d'une  droite  extérieure  est  égal  à  la  sUrfaee 
du  polygone  multipliée  par  la  circonférence  décrite  autour 
de  Taxe  par  le  centre  des  moyennes  distances  du  polygone. 

Fi6.  353. —  Décomposons  le  polygone  ABCDE  en 
-  triangles,  enjoignant  le  sommet  Â  à  tous  les  autres  som« 
mets.  Le  volume  engendré  par  chacun  de  ces  triangles 
aura  pour  mesure  sa  surface  multipliée  par  la  circonfé- 
rence décrite  par  son  centre^  des  moyennes  distances  ; 
dono  la  somme  de  ces  volumes,  c'est-4-dire  le  volume 
engendré  par  le  polygone  aura  pour  mesure  sa  surfacot 


Digitized  by 


Googk 


(  â«7  )        . 

somme  des  sarfaoes  de  tous  les  triangles,  muitipliée  par 
la  moyenne  arithmétique  entre  toutes  les  droites  me-* 
nées  perpendiculairement  sur  Taxe  des  centres  des 
moyennes  distances  des  triangles,  c'êst-à-dire  sa  surface 
multipliée  par  la  circonférence  décrite  par  son  centre 
des  moyennes  distances. 

FEOBLÈI114 

454.  Trouyer  le  rapport  entre  les  suHàcés  et  les  Toltnnes  de  ta 
sphère,  du  cylindre  régulier  citoonscrit  à  la  sphère  et  du  cône 
régulier  circonscrit  à  la  sphère. 

¥îQ.  359.  --«Soient  S  et  V  la  surface  et  le  Yoltimê 
de  la  sphère,  S' et  Y  pour  le  cylindre  circonscrit,  S"  et 
y^  pour  le  cône  circonscrit* 

On  a  S=4irR*.  S^  est  égale  à  la  surface  convexe  du 
cylindre,  c'est-à-dire  2ir  R  X  2  R,  ou47rR*,  plus  la  sur- 
face de  ses  deux  bases,  ou  27rR*  ;  donc  S'=:67r  RV  S''  se 

compose  de  la  surface  contexe  du  cAne,  ou  Str.  BI  X 10 
-t  ^-« 

=  2  TT  BI ,  plus  la  surface  de  sa  base,  ou  tt  BI  ;  donc  S^ 
—9 

zsbSicBI.  Or,  nous  savons  que  le  cAtédu  triangle  équi- 

latéral  inscrit  est  égal  à  R^;  nous  savons  aussi  que  le 
côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit  est  double  du  côté 
du  triangle  équilatéral  inscrit;  donc  KI=:2R/3et  Bt 
=±  K\/3.  Remplaçant  BI  par  sa  valeur,  on  a  S''  r=  3  ir. 
R*X  3  =  9irR*;  on  a  donc  la  proportion  S:4irR»::af 

:67rR«::S":9nR\  ottS:4;:S':6:;8':9. 

Cherchons  maintenant  le  rapport  des  volumes. 

Nous  savons  que  VrsJtrRV  Vs=:7tR*xaRaBs2tt 


Digitized  by 


Googk 


(  388  ) 

RWisirBrXîHB.Or.BIsrRK^etî-HBrsIerayon 
R  de  la  sphère  ;  car  le  triangle  HKI  étant  équilatéral, 
HB  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  Kl,  et  le  centre 
du  cercle  inscrit  est  au  tiers  de  la  hauteur,  à  partir  de  la 
base;  on  a  doncV'  =  7rR*.  3  XR  =  37rR\  Par  suite 

onauraV:|:;V:2::r:3/ouV:4::V:6::r:9. 

Donc  les  volumes  de  la  sphère,  du  cylindre  et  du  cAne 
réguliers  circonscrits  sont  entre  eux  dans  les  mêmes 
rapports  que  leurs  surfaces. 

Seolte.  La  surface  du  cylindre  circonscrit  est  moyenne 
proportionnelle  entre  la  surface  de  la  sphère  et  la  surface 
du  c6ne  circonscrit,  et  le  volume  du  cylindre  circonscrit 
est  moyen  proportionnel  entre  le  volume  de  la  sphère  et 
le  volume  du  cône  circonscrit. 

PROBLÈME. 

435.  Trouver  les  rapports  entre  les  surbces  et  les  volumes  de 
lasphére,  du  cylindre  régulier  inscrit  et  du  cône  régulier  in- 
scrit. 

FiG.  358.  —  D'abord,  nous  savons  (fae  S=:4irR*. 
La  surface  convexe  du  cylindre =2ir.  CM  X  sahauteur, 

ou  27r.  CM  X  2CM,  ou  4irCM.  Or,  CM=iCD,  et  CD 
=  le  cAté  du  carré  inscrit =R|/i;  donc  CM =5^,  et 
par  suite  la  surface  convexe  du  cylindre  sera  égale  à  4 
TT  X  ~9  ou  à  27rR*.  En  ajoutant  à  la  surface  convexe  du 
cylindre  les  surfaces  de  ses  deux  bases,  c'est-à-dire  ir  R*, 
on  obtient  S'  =2ir  R*  +  R*7r=3ff  R*. 
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La  surface  da  oAne  inscrit  se  compose  de  sa  sorface 
convexe  etde  la  sariacede  sa  base  ;  donc  on  a  $'=  2  tc  X 

IKX  ?-»-irIK.Or,  EH=IV3;  donc  IK=IH=|^^/l, 
par  siùte  S' =  irS-Kl  X  R  Kl -t- irÇ  X  3 = i^  +  i^' 

= iis:.  On  a  donc  S:4  itK*:  :  S'  :  3 jrR*  :  :  S"  :  iis: ,  ou 
s:4::S':3::S':î,  ou  enfin  s:i6::s':i2::s'':9. 

cherchons  actaellement  à  déterminer  le  rapport  des 
volumes. 

On  sait  que  le  volume  de  la  sphère  est  égal  à;irR*; 
donc  on  a  déjiVssfirR*.  Pour  le  volume  du  cylindre 

on  aura  V=ttCM  X  2CM=2irCM  ;  or,  CM=JR|/5 
=^;doncV=2«X^=^. 

On  a  pour  le  volame  du  cône,  ¥"=71 IH  X  t  5  ^^^^ 
IH=iRj/3,  etEI=:R+OI=:R  +  HR«— (?1^*= 

Î-ttRV 

Oaaura,  par  conséquent.  V:|irR*::V:^  ::  V^;| 

irRNouVrîr.ViçTîr.V^ri.ouV:.;:;^:*^"::^:^ 

oaen6n.V:3a::V:12j/2::V':9. 

Seolie.  La  surface  du  cylindre  inscrit  est  moyenne 
proportionnelle  entre  la  surface  de  la  sphère  et  la  sur- 
face du  oAne  inscrit,  et  le  volume  du  cylindre  inscrit  est 
moyen  proportionnel  entre  le  volume  de  la  sphère  et  le 
volume  du  cône  inscrit. 
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436.  On  donne  un  demi-cercle  40B,  on  pro)oa(o  te  dian^ètre  AP, 
et  on  propose  de  trouver  sur  ce  diamètre  un  point  G  tel,  qu'en 
menant  de  ce  point  au  demîH^rqle  une  tangente  CD,  qu'un 
.abpiaaant  du  point  de  contact  pne  perpendiculaire  DP  «ur  le 
diamètre,  et  qu'en  faisant  tourner  la  figure  autour  du  diamè- 
tre comme  ate,  la  surfbce  engeadiée  ppr  le  triaqgle  reetfui- 
gte  CSfSL  sKût  égiUe  à  la  surface  engend|îte  p^  AKPP. 

FiG.  356.  —Soit OD=  R  et  OH=x.  Le  triangle 

rectangle  ODH  donne  DHxsk^R^— «".^Les  triangles 
flMiblableeODC  etODHdoBnentOC:  OD  ;  :  OD  :  OH,  ou 

OClR:  :R:a?;d'oùC)C=~;etcomme  la  perpendiçiilaire 
DH  est  moyenne  proportionnelle  ent^re  les  deux  ^gments 

OHetHC,  onauraPH=xXHC;d'oùHC=!^=^. 
On  aura  également  DC=:K^  X,  HC  =1^  x  ^^ 

Vf=W. 

Actuellement  éyaluons  la  zone  engendrée  par  la  par- 
tie de  cercle  ^K^DH,  puis  la  surface  convexe  du  c6ne  en- 
gendre  par  le  triangle  rectangle  GDH,  et  égalons  ces  deux 
surfaces. 

La  zone  a  pour  mesure  AH  X  SttR,  et  la  surface  con- 
voie  du  cène  |i  pour  expression  $  X  9if  TXH  ;  dope  on  a 
AHxa7rll  =  ^X2irDH,ottAHX2R=CDxDH; 
maisAHsR+a;;  doncon  a  (R+jk)  XâR^CDX 
PH.  A  la  place  de  CO  et  de  DH  mettoqs  leurd  yaleors, 

et  il  vient  2  R  (R  +x)  =l^|'— R"  X  I^R«  — «^== 

/|;(R?_a.t)(R._x*)=i  (R*— «*),  ou  2  R  (R  +x) 
=  £^R-f.x)  (R — x).  En  divisant  les  deux  membres  de 
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cette  équuttoa  par  R  (R  +  cù)  ,  il  vient  S  rs  1=^ ,  ou  B  a; 
= R^---«,  eu  enfin  3  «  n  R  j  d'où  a;  s  f  ;  Mettant  oette 
valeur  de  m  dans  l'eiprasaion  OCssg^.onaOCs^cs 

Ainsi,  ponr  résoudre  la  question,  il  faut  prendre,  à 
partir  du  centre  sur  le  diamètre  AB  prolongé,  uqq  di»^ 
tance  OC  égale  à  3R,  et  du  point  C,  mener  une  tangente 
au  demi-cercle. 

PROBI^ME. 

iS7.  Dans  un  demi-cercle  0  on  donne  deux  rayons  OM  et  ÔA 
perpendiculaires  V\^i  sur  Tautre,  aux  extrémités  M  et  A  de 
ces  rayons  on  mène  deux  tangentes  qui  se  coupent  en  N  ;  on 
propose  de  calculer  en  fonction  du  rayon  le  volume  engendré 
par  le  triangle  AOM,  le  volume  engendré  par  le  segment  AKM, 
et  enfin  le  volume  engendré  par  la  figure  AKMN,  lorsqu'on 
fait  tourner  le  demi-cercle  autour  du  rayon  OM. 

FI6..356,  -^  Le  triangle  AOM  étant  rectangle,  le 
volume  qu'il  engendre  en  tournant  autour  de  OM  est  un 

cône  ;  donc  il  a  pour  expression  \  ir.  OA  X  OM*  c'est-à- 
dire  J  irR*  X  Rt  ou  iirR*. 

On  sait  que  le  volume  engendré  par  un  segment  de 
cercle  a  pour  expression  ^  tt  multiplié  par  la  projection 
du  segment  sur  Taxe,  et  par  le  carré  de  la  corde  du  seg- 
ment ;  donc  le  volume  engendré  par  le  segment  ÀKM 

est  égal  i  I  ir  X  OM  X  ÀM.  Or,  AM  étant  le  cAté  du 

carré  inscrit  est  égal  à  R  /s  ;  donc  AM  =  2R*,  et  le  vo- 
lume eiigendré  par  le  segment  AKM=^  ttR  X  9R*= 
îitR'- 


Digitized  by 


Google 


(  392  ) 

Qaant  au  volume  engendré  par  la  figure  ARHN^  il 
est  la  différence  entre  le  volume  engendré  par  le  rectan- 
gle ÂOMN  et  le  volume  engendré  par  le  secteur  AXM O. , 
Le  premier  de  ces  deux  volumes  est  un  cylindre  qui  a  pour 

mesure  ir  AO  X  OM ,  ou  tt  R';  et  le  second  a  pour  mesure 

OMX^+ï^OM,  ouî^4.ia»^ou'-^^î^,ou|tr 
R'  ;  donc  le  volume  engendré  par  la  figure  AKMN  est  ' 
égalàTrR»— IttR»,  ouàJirR*.  , 

On  voit  donc  que  les  volumes  engendrés  par  le  trian- 
gle AOM,  par  le  segment  AKM,  et  par  la  figure  AKMN 
sont  égaux,  et  que  chacun  d'eux  est  égal  au  double  de 
la  sphère  qui  aurait  pour  diamètre  le  rayon  de  la  cir- 
conférence donnée. 

PROBL&ME. 

438.  On  veut  faire  tourner  un  triangle  donné  ABC  autour  d'un 
axe  AX  passant  par  son  sommet  A,  et  on  demande  de  déter-  n 
miner  la  position  qu'il  convient  de  donner  à  l'axe  AX  pour 
que  le  volume  engendré  par  le  triangle  soit  équivalent  au 
volume  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  R. 

FiG.  357.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AX  la  position  qui  convient  à  l'axe  ;  représentons  par  b 
et  h  la  base  et  la  hauteur  du  triangle,  et  par  g  la  dis^- 
tance  de  son  centre  de  gravité  qui  est  connu  à  Taxe  AX. 
Le  volume  Y  engendré  par  le  triangle  est  égal  à  sa  sur- 
face multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  son  cen- 
tre de  gravité  ;  donc  on  a  V  =î  6.  A  X  Stt  9. 

Et  puisque  ce  volumedoit  être  égal  à  celui  d'une  sphère 
de  rayon  R,  onaura^^AX  27r9=Î7rR*;d'oàgf=iS- 
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Il  est  facile  de  construire  cette  valeur  de  g  ;  par  consé- 
quent, on  peut  regarder  comme  connue  la  distance  du 
centre  de  gravité  du  triangle  ÂBC  à  Taxe  demandé.  Si 
donc  du  point  G,  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  on 
décrit  une  circonCérence  ayant  pour  rayon  j/,  et  que  du 
sommet  A  on  mène  à  cette  circonférence  une  tangente, 
cette  tangente  sera  la  direction  qu'il  convient  de  donner 
à  Taie  ÂX. 

On  peut  voir  quand  le  volume  engendré  par  le  trian- 
gle sera  un  maximum  ;  car  si  Ton  désigne  par  f  l'angle 
formé  par  Taxe  avec  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au 
centre  de  gravité  G,  on  avurajfsAGX  sin.  f,  et  par 
suitey=;6M2irsr=:tr6AAGsin.(p. 

Le  volume  crottavec  sin.  <f\  il  sera  donc  maximum 
quand  sin.  ^  =:  1,  ou  quand  Taxe  AX  est  perpendiculaire 
sur  AG. 

Le  problème  ne  sera  donc  plus  possible  quand  J  ir  R*> 
itbh.  AG ,  ou  quand  AG  <  {^. 

PROBLÈME. 

459w  Un  carré  ÂBGD  a  un  sommet  A  placé  sur  un  axe  fixe  si- 
tué dans  son  plan,  on  demande  comment  ce  carré  doit  être 
placé  pour  que  le  solide  engendré  par  la  rotation  du  carré 
autour  de  Taxe  soit  un  maximum. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ABCD  la  posi«- 
tion  qui  convient  au  carré.  Soit  a  son  côté  et  x  la  dis- 
tance de  son  centre  à  Taxe  fixe  ;  le  volume  engendré  par 
le  carré  est  égal  k  sa  surface  multipliée  par  la  circonfé- 
rence décrite  par  son  centre;  donc  on  a  V=a*  X  2ir^* 
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Si  r«n  désigne  par  f  l'angle  formi  par  Taxe  fiie  avec  la 
droite  qoi  joint  le  sommet  A  ao  œntre  O  du  oarré,  ou, 
ee  qui  revient  au  même,  avec  la  diagonale  du  earré  qui 
passe  par  le  sommet  A,  on  aura  â;=AO  X  siD.(p=^ 
sih.  f,  et  par  suite  le  volume  deviendra  V=:a*  Xpf 
gin.  f =ira'^sinf . 

On  voit  que  ce  volume  croit  avec  sin.  f,  et  par  consé^ 
quent  il  sera  up  maximum  quand  sin.  9  =  1,  ou  quand 
Ta^e  est  perpendiculaire  sur  la  di^gQpale  du  carré  qui 
passe  par  le  spmmet  A. 

PROBLÈME. 

MO.  Us  4emi«eerele  ABH  fUt  une  révolution  ooqiplète  auleqr 
de  son  diamètre  AH,  on  propose  d'inscrire  dans  la  circonfé- 
rence la  corde  AB,  de  telle  sorte  que  le  volume  engendré  par 
le  segment  circulaire  AMB,  soit  équivalent  au  cône  engendré 
par  le  triangle  rectangle  ABP. 

FiG.  355.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
AB  la  corde  demandée  ;  le  volume  engendré  par  le  seg- 
ment circulaire  AMB  sera  alors  équivalent  au  cône  en- 
gepdré  par  le  triangle  AQP.  Qr,  si  Ton  pose  â9=)ÂP, 

y  =AB,  on  aura  PB=1^' — a?*;  par  suite,  le  volume 

engendré  par  le  segment  AMB  aura  pour  çxpression  ^ 

—a 
ttAP X  AB,  ou i£Kl,  et  le  volume  du  cône  ABP  aura 

pour  expressioa  «bpVap^  ouin  (y» — ^a;*)x;  d'où  l'équation 

^-■«x(j^-x-)^  oay«  =  2(y»— »•),  ou  enfin  y'=;? 
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On  a  d'ailleurs ÀB=AP  X  AH,  ouy*z=;cX2r  (2) , 
en  vertu  d'un  théorème  connu  :  la  comparaison  des  équa- 
tions (1)  çt  (2)  donne  2a?*=2ra?  ;  d'où  ;iî;=r.  Ep  por- 
tant cette  valeur  de  x  dans  Téqçation  (1),  on  trouve  pour 
y  la  valeur  y = r  |/î  ,  c'esfr4-4ire  le  côtô  3u  carré  in- 
scrit. 

Pour  résoudre  le  problème  dont  il  est  question,  il  Faut 
donc  par. le  centre  C  mener  un  rayon  perpendiculaire 
sw  le  diamètre ,  et  joindre  Textrémité  de  ce  rayon  au 
point  A. 

pfioiMJpiy. 

441.  Girconaorire  à  une  spbère  donnée  un  cône  dont  la  surface 
soit  égale  à  une  aire  dQQpée  }IL\  détormiqer  ensuite,  parmi 
tous  les  cônes  circonscrits  à  la  sphère,  celui  dont  la  surface 
est  un  ipinimum.  ^ 

Fie.  354^  — Représentons  par  r  le  rayon  de  la  sphère 
donnée.  Sur  une  droite  AB:=2r  comme  diamètre,  dé- 
crivons le  demi-cercle  AMB,  menons  AD  perpendicu- 
laire à  AB,  et  par  an  point  S  quelconque  du  prolonge- 
mept  de  A9  menons  une  tangente  SP  au  demin^ercle. 
Soient  M  le  point  de  contaot^  et  G  le  milieu  de  AB.  Si 
le  triangle  SAD  tourne  autour  de  SA,  le  demi-cercle 
AMB  engendrera  la  sphère  donnée  dont  le  centre  est  C  ; 
le  triangle  SAD  engendrera  un  cAne  droit  circonscrit  à 
cette  sphère,  car  Thypothénuse  SD  de  ce  triangle  en- 
gendre la  surface  convexe  d'un  cône  qui  touche  la  sphère 
suivant  la  etrconférenee  d'un  petit  cercle  dont  le  centre 
est  le  pied  N  de  Ta  perpendiculaire  MN  à  SA,  et  le  cAté 
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AD  engendre  le  cercle  qui  sert  de  base  au  cAne  et  qui 

est  tangent  en  A  à  la  sphère. 

Le  c6ne  ainsi  déterminé  peut  donc  être  regardé  comme 

un  cône  quelconque  circonscrit  à  la  sphère  donnée  ;  la 

hauteur  de  ce  cône  est  SA,  son  apothème  est  SD,  e^  le 

rayon  de  sa  base  est  AD. 

Désignons  maintenant  par  x  la  surface  totale  du  cAnç 

— t 
circonscrit,  la  surface  de  sa  base  serait  AD,  et  sa  surface 

convexe  sera  27rAD  XîSD,  ouir.AD  XSD;  on  aura 


—2 


doncaj=irAD+7rADxSD=ir.AD(SD+AD). 

Le  rayon  CM  étant  perpendiculaire  à  la  tangente  SD, 
les  triangles  rectangles  SAD  et  SMC  sont  semblables  et 

donnent  AD:CM::SA;SM,  SD:AD;:SC:CM;  donc 
on  a  SD+AD;AD:;SC+CM:CM;  or,  CM=CA, 
SC+CM=SC+CA=SA;doncSD  +  AD:AD::SA 

:  CA. 

si  Ton  multiplie  dans  cette  proportion  les  deux  ter- 
mes du  premier  rapport  par  tt.  AD,  il  vient  tt.  AD  (SD 

+  AD):7rAD:;SA:CA,  oua?;ir.AD:;SA:CA...  (1). 

—3  ...2        »3         -^ 

Mais  SM=:SAX  SB,  la  proportion  AD:CM::SA; 
SM  devient  donc  ADiCM  ::SA:SAxSB;  d'oik  AD: 

CM:;SA:SB...(2). 
Si  Ton  multiplie  terme  à  terme  les  proportions  (1) 

el(2),  il  vient ajXADlTT.ADxCMllSAlCAxSB,  ou 

a;:7rCM::SA:CAxSB,oua?:TrrV:SA:rxSBrontipe 
de  cette  proportion  x =irr  X  ^* 
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La  surface  du  cône  circonscrit  devant  être  ^ale  à  K*« 
on  aura  rr  r.^=K^  mais  SB=SA— AB=SA— 

2r;  donc  on  a  TTf.  5^5;=^*»  0U7rrSA=:K'SA — 2r 

K\  ouirrSA— Il*SA  +  2rK*=0. 

On  tire  de  cette  équation  du  second  degré  SA=: 
5:iv:^«2i\  ouSA=î2±^^îS,  valeurs  faciles  à 
construire* 

Il  est  facile  de  Toir  que  le  problème  sera  possible  tour- 
tes les  fois  que  K*  sera  plus  grand  que  8  irr*,  c'est-ènlire 
plus  grand  que  le  double  de  la  surface  de  la  sphère.  Dans 
ce  cas  il'y  a  deux  solutions.  Lorsque  K*= 8  Tir*,  les  deux 
valeurs  de  SA  se  réduisent  à  une  seule  SA  =~,  et  il 
n'y  a  plus  qu'une  solption.  Enfin  le  problème  est  im- 
possible quand  K*  est  <  8  irr*,  car  la  valeur  de  SA  est 
imaginaire. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  le  c6ne  circon- 
scrit à  la  sphère  dont  la  surface  est  un  minimum. 

Pour  que  la  valeur  x  =  7rr  X  ^  soit  la  plus  petite 
possible,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  rapport  |^ 
soit  le  plus  petit  possible;  mais  SA  =  SB  +  AB=:SB 
+  2r;donc^=C§!^=SB  +  4r+*^. 

Par  conséquent,  il  faut  queSB  +^  soit  un  minimum  ; 
mais  le  produit  de  SB  par  ^  est  une  quantité  constante 
4  f^.  Ont  peut  donc  regarder  SB  et  ^^  comme  les  deux 
côtés  variables  d'un  rectangle  dont  la  surface  constante 
est  4f^,  et  dont  le  demi-périmètre  variable  SB  + 1^  doit 
être  un  minimum.  Les  côtés  de  ce  rectangle  doivent  donc 
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êtiffe  égatuc,  eeqûi  donne  SB^§^  ;  d^oùSBrtl«^,^= 
ar=aAB.  SA=SB+AB=t=4r.  (On  sait  que  de  (otid 
les  rectangles  de  même  surface ,  celui  qui  a  le  plus  petit 
périmètre  est  le  carré.) 

La  hauteur  du  c6tie  demandé  doit  donc  ètt«  é^e  ail 
double  du  diamètre  de  la  sphère  doim4e< 

ScùUè.  On  peut  calculer  le  rayon  AD  de  Ift  basé,  Ti* 
pothème  SD,  la  surface  x^  et  le  rolume  Y  du  cAne  mini* 
mttm«  au  moyen  du  rayon  donné  r« 

En  effet,  on  a  vu  que  8D:AD::8G:CM;  d'ailltittri, 
SC=SB  +  BG::=2r  +  r33fâ£dGM;  donc  SD:=s3 

AD.  Mais  SÂ*=16r*==SD— aS=9  AD— ÀD=i8 

AD  ;  donc  AD =^=28  r*  ;  d'où  ADsr^,  et  par  suite 
SD=i3AD=s3r/^. 

Or,  on  a  trouvé  que  la  surface  x  du  c6ne  circonscrit 
est  égale  à  itr  ^;  si  donc  cm  remplace  SA  et  SB  par 

leurs  .valeurs  4  r  et  2r,  on  trouve  jc  =i  irr  X  ^  ==  Sir 
rt=:47rr*X2,  Le  voldme  V  du  cAne  circonscrit  étant 
égal  à  sa  base  multipliée  par  le  tiers  dé  sa  hauteur,  on  à 

V=7rADX^=wX2r^XV=i'rr»X2. 

Mais,  4  TT  r*  est  la  surface  de  la  sphère  inscrite,  et  i  irr* 
est  son  volume  ;  donc,  parmi  tous  les  cAnes  circonscrits 
à  une  sphère  donnée,  le  cAne  dont  la  surface  est  un  mi-* 
nimum  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

l^Sa  hauteur  est  double  du  diamètre  de  la  sphère« 

2^  Son  apothème  est  triple  du  rayon  de  sa  base» 
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3^  Sa  surface  et  son  volume  sont  respectivement  doa- 
bies  de  la  surface  et  du  volume  de  la  sphère  inscrite. 


PHOBLin. 

442.  Un  demi-cercle  ÂBH  fait  une  révolution  complète  autour 
de  son  diamètre  âH  :  on  propose  de  déterminer  le  secteur  cir- 

.  eulaire  ÂBG»  de  manière  que  le  segment  sphérique  engen-- 
dré  par  le  segment  circulaire  ÂBP  soit  au  cône  engendré  par 
le  triangle  rectangle  BPG ,  dans  le  rapport  de  deux  lignes 
données  m  et  h. 

FiG.  355. — Représentons  par  R  le  rayon  de  la  sphère, 
par  X  la  hauteur  ÂP  du  segment,  et  par  y  le  rayon  BP 
de  la  base  de  ce  segment  ;  la  hauteur  PC  du  c6ne  engen- 
dré par  le  triangle  BCP  sera  évidemment  R — x,  et  sa 

base  sera  ttBP  ,  ou  Try*. 

On  aura  drac  Y.  segm.  ABPs  a;  X  ^'  -i-  ^\ 

V.  cAileBPC=:|7rt/*X  (R— a?). 

Et  comme  le  volume  du  segment  doit  être  au  volume  du 
^câne  dans  le  rapport  de  m  à  n,  on  aura  la  proportion 

ou  3 TTjîj/*  4-7ra?':  27r  j* (R*— ar) : ;m:fi, 
ou8a;^*+«':2|/^(R— a?):;»:!!; 

d'où  3  »uc!/*  +  na:"=  2mtf  (R— x) , 
ou  nx*=  (2mR — 2mx — 3naî)t/*  (1). 

On  obtient  une  seconde  équation  entre  les  inconnues 
X  et  y,  en  remarquant  que  la  corde  PB,  perpendiculaire 
sur  le  diamètre  AH,  divise  ce  diamètre  en  deux  segments 
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AP  etPH  tels,  qu'on  a  BP=:APxPH,   oay*r=:a? 

(2R— aj)...(2). 

Pour  éliminer  9  entre  les  équations  (1)  et  (2)  on  porte 
la  valeur  de  y*,  fournie  par  Téquation  (2),  dans  Téqua- 
tion  (1),  qui  devient  alors 

nx'=(2mR — 2iiia?— 3fi«)(2R— x)x. 
oufia;*=4mR* — 6mRx— 6nRx+2mx*4-3fU^, 
ou  (m  +n)  «•— 3R(m  +  n)x  +  2mR*=0. 

Telle  est  l'équation  du  second  degré  qui  fournit  les 
valeurs  de  x. 

Si  l'on  suppose  m=2ny  cette  équation  devient  x*— 3 
Rx  +  R*;=:  0  ;  et  elle  donne  pour  x  les  valeurs  x  =  ^ 

r+TK^EIlR.^  oux==5?±:?^/5,  ou  X==5(3±/^^ 

La  première  valeur  x=y  (3  +|/5)  doit  être  rejetée, 
parce  qu'elle  est  plus  grande  que  2R  ;  quant  à  la  seconde 
valeur  x= 7(3— 1/5),  elle  convient  à  la  question,  et 
elle  représente  le  plus  petit  segment  du  rayon  R,  divisé 
en  moyenne  et  eitrème  raison  ;  ainsi,  dans  ce  cas  parti- 
culier, on  obtiendra  une  solution  du  problème  en  portant 
de  Â  en  P  le  plus  petit  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne 
et  extrême  raison ,  et  en  menant  par  le  point  P  une 
perpendiculaire  sur  le  diamètre  AH. 

J'engage  le  lecteur  à  faire  la  discussion  dans  le  cas  oà 
m=:3n. 
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PROBttlIE. 

445.  Étant  donnée  une  sphère  0  dont  le  rayon  est  r,  inscrire 
dans  cette  sphère  un  cylindre  ÂCDB  tel ,  que  le  Tolume  de 
ce  cylindre  soit  è<iuiYalent  à  la  somme  des  Tolumes  des  deux 
segments  AEBN  et  GFDH  qui  ont  pour  bases  les  deux  bases 
du  cylindre. 

FiG.  358.  — -  Supposons  que  le  cylindre  ÂCDB  réponde 
à  la  question  ;  soit  x  la  hauteur  EN  du  segment  AEBN, 
et  y  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  ;  le  volume  du  seg- 
ment AEBN  sera  vCx  +\itx^,  tandis  que  le  volume  du 

cylindre  aura  pour  expression  «j^  X  2  {t-^x).  On  aura 
donc,  d'après  l'énoncé  de  la  question,  ttî/^X  2  (r — x) 
=2(«|!a;+i7ra;*),ou  bien  y"(r— x)  =  î^+f  t  ou 
6yt  (r— a;)=3î^a;+aj%ou(6(r— «)— 3a;)y*=aî*(l). 

—a 

Or,  AN=:ENxNF,ouî/*=î=x(2r — x)\  en  sub- 
stituant cette  valeur  de  y'  dans  l'équation  (1),  il  vient 
{6r— 9a:)  {2r—x)x=ix\  ou(6r— 9aî)(2r— «)  = 
aî%ou  12r» — 18rx — 6ra;  +  9ic'=af,  ou  8«* — 24 
rx  +  12f=0;  ou  enfin  2x'— 6ra;+3r'=0. 

Telle  est  l'équation  du  second  degré  qui  fournit  les 
valeurs  de  x.  En  résolvant  cette  équation  on  trouve  pour 
X  les  deux  valeurs 

«— «^-4 jr^ T—    2    • 

La  première  de  ces  deux  valeurs,  savoir  x  =?r-^^/» 
doit  être  rejetée,  parce  qu'elle  est  plus  grande  que  2r, 
diamètre  de  la  sphère  donnée.  La  seconde  valeur  x  = 

26 
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irrîkïJ,  étant  pins  petite  que  r,  convient  seule  à  la  ques- 
tion. 

PBOBLiME. 

444.  On  donne  nue  sphère  0  et  nn  tfamètre  EP;  des  deux  ex- 
trémités E  et  F  de  ce  diamètre  comme  pMes,  on  décrit  deux 
drconféreiiees  de  petits  cercles  que  Ton  regarde  comme  les 
bases  d*un  cylindre  inscrit  AGDB.  Gela  posé,  on  propose  d'é- 
valuer ce  qui  reste  du  volume  de  la  sphère  lorsqu'on  en  r^ 
tranche  le  volume  du  cylindre ,  ainsi  que  les  volumes  des 
denx  segments  AE6N  et  GFDlf,  sachant  que  le  rayon  de  U 
sphère  est  r,  et  que  la  corde  A£  de  Tare  de  même  nom  est 
égale  à  a.' 

Fi««  358.  — Soient  ES=:x  et  AN  =  y,  le  voluoie 
de  chacun  des  deux  segments  ÂEBN  et  CFDtf,  sera 
^a?+i7rx',  de  sortç  que  la  somme  de  ces  deux  volu- 
mes aura  pour  expression  rr  (y^x  +  r)*  ^  volume  du 
cylindre  est  Try*  X  2  (r — x),  et  celui  de  la  sphère  est  | 
irr*;  on  aura  donc  pour  le  volume  qu'il  s'agit  de  cal- 
caler  V=Î7rr'— ic(y:c+f)— 2iry*  (r— «), 

ou  V  =*t*«"^^*'V"^y'-^l  (1). 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  AENon  a  AN=:AE — 
—a 

EN,  ouy*=a» — a?",  et  on  sait  queÂE  eat  moyen  pro- 
portionnel entre  EN  et  EF,  ce  qui  donne  a*=x  X  Sr, 
d'où  a;=rr  ;  on  a  donc  y*=a*—^= i^=2î  ;  par  suite 
la  formule  (1)  devient 

Y-^[4r'-(6r-'^)  Ç-^^^-^]. 

^  "■"  f 

vu     T    —  ^j.,  ^^  . 

Telle  est  Texpression  du  volume  demandé. 
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pnoBLin. 

445.  Ëtanl  donnée  nne  sphère  0  dont  le  rayon  est  r,  inscrire 
dans  cette  sphère  un  cône  EKH  dont  le  volume  soit  équiya- 
f  lent  au  volume  du  segment  inférieur  KIHF. 

Fi6.  358.  —  Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 
BKH  le  etee  demandé.  Poioiii  lW=szm,  IH  £=ry,  mi  aura 
EI=2r— X. 

U  vdwe  d«  cAm  ma  ^^!^«  w  ^ut^^ 

Lé  volume  du  segment  KIHF  sera  Jtt.  IF+JttIH  X 
IF;  ou^  +^.  On  aura  par  conséquent ,  d'après  l'hy- 
pothèse,  7rJ^^^¥^==f +^,  ou  bien  2  {2r—x)fz= 
.a^  +  Zasy^,  ou  (4r— 5a;)y*==a;»  (1). 

La  corde  KH  étant  perpendiculaire  sur  le  diamètre 

EF,  on  a  IH=IF  X  lE»  ouy*=a?(2r— a?). 

Si  Ton  porte  cette  valeur  de  y*  dans  Téquation  (1),.  il 
vieift  (4r — Sx)  (2r — x)  xz=x*;  en  divisant  les  deux 
membres  de  cette  dernière  équation  par  x,  et  en  effec- 
tuant les  calculs  on  obtient  enfin  l'équation  2a^ — lr,x 
+  4r*;;;=o.  En  résolvant  cette  équation,  on  obtient  pour 
X  U»  deux  y^hwx^l^^^i:^^^^^^^^^^. 

La  première  valeur  «=ii±i^,  doit  être  rejetée 
comme  ne  convenant  pas  à  la  question,  puisqu'elle  est 
plus  grande  que  2r. 

La  seconde  valeur  x  =ifc:^2lr ,  confient  au  problème 
et  fournit  la  3eule  solution  dont  il  aoit  ynsceptible. 


Digitized  by 


Googk 


EXEMPLES  DE  CALCUL  NUMÉRIQUE. 


p&oiLin. 


446.  Mesurer  un  terrain  de  fbrme  paraUélogramniique  donllt 

base  esl  5-30"»  50,  et  la  hauteur  A-64*, 25. 

On  sait  que  la  surface  d'un  parallélogramme  est  égale 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ;  si  donc  on  désigne 
par  S  la  surface  du  terrain  dont  il  s'agit,  on  aura  pour 
l'expression  de  cette  surface  S  =  6  X  A  =  30",  50  X 
64",25 = 1959»  '\  6250 = 1959'^\  62  décimètres  car- 
rés, 50  centimètres  carrés. 

pROBiions. 

447.  Trouver  la  surface  d'un  terrain  triangulaire  dont  un  des 
côtés  mesurés  est  h  -  24»,  75,  et  dont  la  hauteur  correq)on<- 
danteestA-52»65. 

La  surface  d'un  triangle  étant  égale  à  la  moitié  du 
produit  de  la  base  par  la  hauteur,  on  aura  S=  |  X  %= 
î£^X  32",65=12",375X  32-,65=808"^-.0875. 

paoBiin. 

448.  Construire  sur  une  base  donnée  &-20«,65,  un  triangle 
dont  la  surface  soit  équivalente  à  celle  d*un  trapèze  ayant 
pour  hauteur  H  -  3«,75  ;  et  pour  bases  B  - 12»,  50 ,  et  B'  - 
18»,  70. 

Si  l'on  désigne  par  x  la  hauteur  inconnue  du  trian- 
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gle  demandé,  sa  snriiMse  sera  T= 20*, 65 X s*  tandis 
qoe  celle  du  trapèse  est  de  S  =  3-,75  X  ""»'?"■'"= 
3*,75  X  15-,5=58"*,  125.  On  devra  donc  avoir  î"* 
X«=58"*,125. 

On  tire  de  cette  équation,  en  divisant  les  denx  metH'- 
bras  par  i!=e,  «=  S^^s5-, 63. 

La  hantenr  da  triangle  demandé  est  donc  de  5",  63, 
à  moins  de  0*,01  près.  ' 

raoBLiuB. 

449.  Troaver  à  0"»  (H  près  le  côté  du  carré  équivalent  à  un  tra- 
pèze ayant  pour  hauteur  h  -  ^,30,  et  pour  bases  B  - 15^,78, 
et*-e-,22. 

Si  Ton  désigne  par  x  le  côté  inconnu  du  carré  de- 
mandé, sa  surface  sera  représentée  par  of,  tandis  que 
celle  du  trapèze  est  S=  2",  50  X  "^^^  =  2-,50  X 
ll-=27-*,50. 

On  aura  donc  «•=27"-*,50;  d'oà  05=^27,50= 

1^27,5000=:  5-,  2*  à  0"01  près. 

nOBllVB. 

480.  Étant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle,  saroira-SO", 
5—  iK>,  et  c  —  7»,  calculer  directement  sa  surface. 

Nous  ayons  yu  que  la  surface  d'un  triangle,  exprimée 
en  fonction  des  trois  cAtés,  est  donnée  par  la  formule 

S=J^(p — a)  (p — 6)  {p — c),  dans  laquelle  p  repré- 
sente le  demi-périmètre  du  triangle. 
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I»^a=21-— ao-sl", 
;>— 6=2f— 15-  =  6*, 
p— c  =  21"— 7"=14; 
donc  on  t  pour  la  soriaee  demindée 

S:=K2I  X  i  X  6  X  l4==Klï64=r4â^. 

raoBiioB. 

451.  Étant  donnés  les  quatre  cAtés  d'an  qaadrilatëre  inseripti- 
Me,  garoiro-SO",  J-SO*", c-a5",rf-l»»;  calculer  direo- 
tonent  sa  surface. 

Nous  avons  tu  que  la  surface  d'un  quadrilatère  in- 
scriptible,  exprimée  en  fonction  des  quatre  cdtés,  est 
donnée  par  la  formule 

&=:zy^ — o)  {p—b)  (p — c)  (p—d),  dans  laquelle  p  re- 
présente le  demi-périmètre  du  quadrilatère. 

Or,  ici  2|)  =  3(r + 50»  +  25"  + 15" = 120"  ;  d'où 
|>  =  60-, 

j)— a=60"-r-30*=:  30", 
j)— ft = 60"— 50"= lO", 
j)— c=60"— 25"=35", 
p-(l=z60-— 15"=45"; 
donc  on  a  pour  la  surface  demandée 

S  =  ^lo  X  10  X  35  X 45  =  K4725ÔÔ  =641"*  47, 
à  moins  de  1  décimètre  carré  près. 
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PROBUblE. 

452.  Calculer  la  surface  d'un  trapèce  dont  on  connaît  les  quatre 
eôiéa,  Mvoîr:a-IO-,  frr*5^t  «-»•,  lï-M*,  «eti^étarit 
les  deux  bases^ 

On  a  tu  que  la  Muffalde  d*un  trapèie,  expriisÀ»  en 
fonction  de  ses  cAtés,  est  donnée  par  la  formule 

8=^1^'^)  {p—c){p^a-d)  ip—a—b). 

Or,  iei  2|)=r  10  4-154-26  4-12=62»;  d'où  y 

«ai-, 

p— (1=31 —10=21", 
p— c=31— .25=6", 
p-..a— (1=31—10—12=9", 
p— 11—1=:  81— 10^15  =  0", 

04- «=10  4- 25=35", 

«—a=25— 10=15"; 

donc  on  a  8=^1^21X6x9X6  ^J.  6.  1  â 
»^7       =  84 1/7  =  221"-*^,  76. 

PlOBilBIS. 

455.  Étant  donnés  les  trois  eâtés  d'un  triangle,  savoir  a— d»,  95, 
*— H«,30,  c  — 15«,20,  calculer  i  1  centimètre  près  la  lon- 
gueur de  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu  du  côté 
opposé  a. 

On  sait  que  dans  un  triangle  la  somme  des  carrés  de 
deui  cAtés  est  égale  à  deux  fois  le  carré  de  la  moitié  du 
troisième  cMé,  plus  deux  fois  le  carré  de  la  droite  qui 
joint  le  milieu  du  troisième  côté  au  sommet  de  l'angle 
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opposé.  Si  donc  on  désigne  par  I  la  longnenr  de  la 
droite  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu  du  côté  opposé, 
onaura6*  +  c«=2.?'+2r,  ou2P=6»+c*— Ç;  et 

par  conséquent  2i*=  11,30  + 15,20— s2=  127,69 
+  131,04— 19, 53125=  239'^,  19875;  d'où  1= 

>/Sâ^=/il9,599375=10-,93,  à  0*,01  près, 

nOBLÈXB. 

451.  Calculer  le  rayon  de  la  circonférence  d'an  cercle,  de  ma- 
nière qu'un  secteur  de  ce  cercle  ayant  pour  base  un  arc  de 
20»,  15  soifëquivalent  à  un  parallélogramme  ayant  une  base 
égale  à  12»,  30,  et  une  hauteur  égale  à  .3»,  15. 

La  surface  d'un  secteur  est  égale  à  Tare  de  ce  secteur 
multiplié  par  la  moitié  du  rayon  ;  par  conséquent,  lors- 
qu'on connattra  en  mètres  la  longueur  d'un  arc  de 
20^,  15',  on  obtiendra  en  mètres  carrés  la  surface  du 
secteur,  eu  multipliant  la  longueur  de  l'arc  par  la  moi* 
tié  du  rayon.  Or,  si  l'on  représente  par  x  le  rayon  in- 
connu de  la  circonférence,  la  longueur  de  cette  circon- 
férence en  mètres  sera  2i:Xj  et  on  aura  par  conséquent 
360^  =  2iraî;  d'où  1'=»^,  et  par  suite  l'  =  |^,  et 
20%15\  ou  1215'=H^=:^^=îL|^H». 

La  surface  du  secteur  est  doncî~^Xf=  ^^^^  et 
comme  celle  du  parallélogramme  est  égale  à  12"",  3  X 
3",  15;  on  aura  l'équation  :^mi=12,3  X  3,15. 

On  tire  de  cette  équation  a;* ='.^2^^^^^=^^ 

=  219"-'', 25,  et  par  suite  aj  =  l^l9"''-,25=l4",80 
&  1  centimètre  près. 
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PtOBLÈn. 

'  4W.  Calcnler  le  rayon  d'une  spbère ,  de  manière  que  le  vo- 
lume de  cette  sphère  soit  équivalent  à  un  tronc  de  cône 
dont  la  hauteur  est  H  -i  5«,30,  et  dont  les  rayons  des  bases 
8ontR-i2»,25,  r-8«,80.     . 

Si  Ton  désigne  par  x  le  rayon  de  la  sphère,  son  vo- 
lame  sera  |  ira^,  et  comme  le  volume  du  tronc  de  c6ne 

estî  îtH  (R* +f*  +  Rr)  =  JîT  X  5",30(12-725  + 

—-4 
8",  50  -+•  12",  25  X  8", 50) ,  on  devra  avoir |Trx»= Jtt- 

5,30(12725  +  8^4-12,25  X  8,50), ou4a?*=5,30 

(12T25  +  8T5Ô  +  12,25  X  8,50)  =  1730,11875; 

d'où  X  =iV^^  =  f^32,52968  =  7»,56  à  0",01 
près. 

raOBLÈME. 

4S6.  Calculer  à  0",  001  .'près  le  rayon  d*un  cercle,  de  manière 
que  la  surface  de  ce  cercle  soit  équivalente  à  la  surface  d'une 
lone  ayant  une  hauteur  ^e  5»,  S5,  et  située  sur  une  sphère 
dellh.95derayon. 

Si  l^on  désigne  par  x  le  rayon  inconnu  du  cercle*  la 
surface  de  ce  cercle  sera  irx*,  tandis  que  la  surface  de  la 
zone  est  égale  à  sa  hauteur  multipliée  par  la  circonfé- 
rence d'un  grand  cercle,  c'est-à-dire  à  3,25  X  2 ir.  6,95; 
on  aura  donc,  d'après  l'énoncé  de  la  question,  ira;*:= 
2ir.3,25X6,95,  ou  0^=2  X  3,25  X  6,95.  On  tire 

de  cette  équation  x  =/2.  3, 25  X  6,95  =  6", 721  à 
0*,001  près. 
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PlOBUkU. 

4St7.  Galenler  le  cAté  d*an  cAne  dans  lequel  le  rayon  de  la  baee 
est  R— 9"»20»  de  telle  sorte  que  la  surface  convexe  de  ce 
côue  soit  équivalente  i  la  surface  d*une  sphère  dont  le  rayon 
r-14-,35. 

Soit  G  le  c6té  inconnu  du  cône ,  sa  surface  convexe 
sera  2  n R  X  I  =irR  X  G =7r.  9",  20  X  C. 

La  surface  de  la  sphère  est,  comme  on  sait,  égale  i 

4?rr*=4irXl4,  SS.Ûnaura^par  conséquent,  Téquation 

it.  9",20  X  C  =  4îrX  14»35  ;  d'où  on  tire  C=^i^ 

pioBtias. 

4S6.  Calculer  le  eôté  d'un  cube  qui  soit  les  ï  d'un  cube  donné 
ayant  pour  côté  2»,56. 

Le  cube  demandé  doit  être  au  eube  donné  dans  le  rap- 
port de  5  à  6  ;  or,  on  sait  que  les  cubes  sont  entre  eux 
comme  les  troisièmes  puissances  de  leurs  côtés;  si  donc 
Cfn  désigne  par  x  le  côté  du  cube  demandé,  on  aura  a?  l 

2,56;:5:6;  d'où  on  tire  a?*  =5^',  et  par  8uitex  = 

^^5HS=2,56f^=2,56f^,"833333===2,56X0,94 
=2-,  4064. 

raOBLÈMB. 

iS9.  Connaissant  le  volume  y-i956"<«'  d'un  parallélipipède 
rectangle,  et  sachant  que  les  longueurs  des  arêtes  sont  entre 
elles  comme  les  nombres  2,  3  et  5,  déterminer  ces  trois 
arêtes. 

Si  Ton  désigne  par  a;,  y  et  as  les  trois  arêtes  deman-* 
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déês«  ôn  aiDra  à  la  fois  0792  £=  d56,  a;  :  â  :  :  y  :  3  :  :  z  :  5. 

On  tire  de  la  proportion  y="et«  =:",  et  en  por- 
tant cea  Talears  de  y  et  de  x  dans  Kexpressidn  du  to- 
lume,  il  tient  «^^s? :=  956,  on  15  «^  =  95d  X  4  ; 
d'oà  «•  =  «»*  =  2^-*,  933333,  «t  par  suite  «ra 
6-,  34  à  0*,  01  près. 

On  trouvera  pour  {f  et  2  les  valeurs  suivantes  : 
yz=\X  6,34=9",51,  et2=|x6,34  =  15-,85. 

PROBLÈHS. 

460.  Étant  donné  un  tronc  de  pyramide  dont  la  hauteur  est 
H\.2-,:{Û,  et  dont  les  bases  sont  B«  -18«-«-,25,  et  5*- 
4I>M.,  75,  Calculer  le  ToKime  de  la  grande  pyramide  et  le  to- 
lume  de  la  petUe  pyramide  dont  la  diflérenoe  esl  égato  au 
volume  du  tronc. 

Représentons  par  P  et  p  tes  volumes  des  deux  pyra- 
mides qu^if  s'agit  de  calculer,  et  par  H  et  &  les  hauteurs 
de  ces  mêmes  pyramides.  Comme  leurs  bases  sont  des 
polygones  semblables,  il  est  clair  qu'elles  sont  entre  elles 
dans  le  rapport  des  carrés  des  hauteurs;  on  a  donc 
V:b^::ïlKh\  oul8,25:H,75::ff:fcV  et  par  suite 

/î87i5:(^lT75::H:A. 

En  appliquant  à  cette  proportion  le  théorème  relatif 
à  la  différence  des  deai  premiers  termes ,  il  vient 

^s^—y^îîJbiR—k,  ou  2,50::i?'Ï8725:H 

••^ll,75:fc;  d'où  on  tire  H=p^i^  et  A  = 
Gela  p09é,  le  volume  d'une  pyramide  étant  égal  au 
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tien  da  produit  de  la  base  par  la  hanteart  on  aura  pour 
le  volame  de  la  grande  pyramide 

76"*^,  399,  et  pour  le  volame  de  la  petite  pyramide 


FROBLiKB. 

Ml.  Calculer  le  volume  d'un  tronc  de  parailélipipède  quelcon- 
que, connaissant  la  base  B— 98"^-,  868,  et  les  hauteurs  At,  — 
6-30,  As -8-, 70,  A,-10-,2S,  A4- 11,75  des  quatre  som- 
mets de  la  base  supérieure  au-dessus  du  plan  de  la  base  B. 

On  sait  que  le  volume  d*un  tronc  de  parailélipipède 
est  égal  au  produit  de  sa  base  inférieure  par  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  de  la  base  supérieure  sur  le  plan  de  la  base  îd~ 
férieure;  on  a  donc  pour  l'expression  du  volume  demandé 

X?=911"^%754. 

PROBiiaiE. 

402.  Étant  donnés  les  trois  angles  d'un  triangle  spbériqoe,  sa- 
voir A -.92»  10',  B. 78^20',  G-i86»30',  calculer  sa  surface 
en  mètres  carrés;  on  suppose  que  le  triangle  appartienne  à 
une  sphère  dont  le  rayon  est  R— 2»,  25. 

On  sait  que  la  surface  d*un  triangle  sphérique  estégale 
à  Texcèsde  la  somme  de  ses  angles  surdenx  angles  droits, 
ce  qui  veut  dire  que  le  rapport  d*nn  triangle  sphérique 
au  triangle  sphérique  tri^rectangle  est  égal  au  rapport 
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de  Teioès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  deux  angles 
droits,  à  Fangle  droit.  Si  donc  on  désigne  par  I  la  sur- 
face da  triangle  sphérique  tri-rectangle,  on  anra  pour 
la  surface  du  triangle  sphérique  donné  •^^^^+«^y^'^i^-*^ 

Or,  la  surface  de  la  sphère  est  4irR'=4  X  3,1416 
—a 
X  2t  25  ;  donc  la  surface  du  triangle  sphérique  tri-rec- 

tangieest  |=^><M4«^'X«,y_s,tmx.,iy  _^  5^03  x  2,^ 
=  7*^,952175  ;  on  a  donc  pour  la  surface  du  triangle 
sphérique  donné  S  X  7~"  ,952175  =4"^,  1528025. 

PROBLiHB. 

465.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  circulaires 
estH-3i",  le  rayon  de  l*une  des  bases  est  R-iO»,  et  on 
propose  de  déterminer  le  rayon  de  Tautre  base,  de  manière 
que  le  tronc  de  cône  soit  équivalent  à  un  cylindre  droit  à 
bases  circulaires  dont  la  hauteur  serait  IT-  i»,  et  dont  le 
rayon  de  la  base  serait  R'  -  62". 

Si  Ton  désigne  par  x  le  rayon  de  la  seconde  base  du 
tronc  de  cône,  on  aura  potir  le  volume  de  ce  tronc  ;  irH 
(R'4-«*4-Raî),  otti7rX31(100+a?4-10a:)»  tan- 

dis  que  le  volume  du  cylindre  sera  ir.irR'^=î  ir.  62. 
On  anra  donc,  d'après  Ténoncé  de  la  question,  s  it.  31 

(1004-«*-4-10«)=îir.62,  ou  1004-«*+10aî= 
62  X  2,  ou  x'+lOx-— 24=0. 

On  tire  de  cette  équation  du  second  degré  â;=— 5 

±V25  +  U,  0UiC=— 5±7, 
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lie  rayoa  de  b  seconde  ba^  du  tronc  de  oftne,  immat 
être  nécessairement  positif»  est  4P  =s—*5 -4-7^7?  2", 

PROBLiXK. 

464.  L'angle  d*un  fuseau  qui  appartient  à  une  spbèro  d'un  vA- 
tre  de  rayon  est  dp  35«»,  on  demande  à  0-,  (H  près  la  valeur 
du  demi-cAté  du  cône  équilatéral  dont  la  surface  convexe  se- 
rait équivalente  à  celle  du  fuseau. 

La  surface  d'un  fuseau  est  représentée  par  le  double 
de  son  angle,  ce  qui  signifie  que  le  rapport  de  la  surface 
d*nn  fuseau  au  triangle  tri-rectangle  est  égal  au  rap^ 
port  du  double  de  Tangle  du  fuseau  à  Tangle  droit.  Si 
donc  on  désigne  par  I  la  surface  du  triangle  sphérique 
tri-rectangle ,  la  surface  du  fuseau  sera  ^  X  < =^  X 
1=1  X  <•  Or,  ici  la  surface  de  la  sphère  est  4  irR*  = 
4ir  X  f'^'-sAir;  donc  t;sz*^zsh  et  par  fuite  la  sop- 
face  du  fuseau  est  ^  X 1= !?• 

En  désignant  par  G  le  demi-cAté  du  c6ne  équilatéral, 
la  base  de^ce  cAne  sera  irc",  et  par  suite  sa  surface  con- 
vexe sera  irc*  X  c=irc*. 

On  aura  donc  pour  équation  ||  =  tt  c^  ou~=^c'; 

d'où  on  tire  c=fT^=^'o,388888=0-,72àO*,01 
près. 

PROBLÈHE. 

465.  Calculer  à  0",  (H  près  la  corde  d'un  segment  de  cercle  dont 
la  projection  sur  un  diamètre  est  p^iiV*',  50,  de  Mie  soite  qne 
le  volume  engendré  par  ce  segment  en  tournant  autour  de  ce 
diamètie  soit  équivalent  au  solide  engendré  par  la  révolution 
d'un  hexagone  régulier  tournant  aotoqr  d'un  49  ses  dîanè- 
très  qu'on  suppose  être  égal  i  iQi^,  60« 

Le  volume  engendré  par  un  segment  de  cercle  toQrr 
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nant  autour  d'un  diamètre  est  égal  à  j  tt,  multiplié  par 
le  carré  de  la  corde  et  par  la  projection  de  la  corde  sur 
l'axe  ;  si  donc  on  désigne  par  x  la  corde  inconnuef  le 
volume  engendré  par  le  segment  sera  In  a?  X  p=î  ir. 
«■X3,50. 

D'un  autre  cAté,  le  volume  engendré  par  un  hexagone 
régulier  tournant  autour  d'un  de  ses  diamètres  est  égal 
à  la  surface  engendrée  par  son  périmètre  multipliée  par 
le  tiers  du  rayon  du  cercle  inscrit;  si  donc  on  désigne 
par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  et  par  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  à  l'hexagone,  le  solide  qu'il  engendrera 
ieraâirr  X  aR  X  Jr=|-  TcRr'^iTcR  X  (R'~Ç)=-; 

irR.(;R«)=irR"=7r.573Ô. 

On  aura  par  conséquent,  d'après  l'énoncé  de  la  ques- 

Uon,  ^  ir.  a^  X  3, 50  =  ir  X  5, 30 ,  équation  de  laquelle 
on  tire  ««=1^=^^= 255.2171 ,  et  par  suite  x 
•=15",97à0*,01  prts. 
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1 .  Tronyer  le  lieu  géométrique  des  points  à  égale  dis* 
tance  de  deux  droites  données. 

2.  Étant  donné  un  angle  et  un  point  pris  dans  son 
intérieur,  on  propose  de  mener  par  ce  point  une  droite 
rencontrant  les  deux  côtés  de  l'angle  et  formant  avec  eux 
un  triangle  isocèle. 

3.  Trouver  sur  Tun  des  côtés  d'un  angle  donné  un 
point  tel,  qu'en  abaissant  de  ce  point  une  perpendiculaire 
sur  le  second  côté  de  l'angle,  cette  perpendiculaire  soit 
d'une  longueur  donnée. 

4.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  à  égale  dis- 
tance de  deux  points  donnés. 

5.  Étant  donnés  une  droite  et  deux  points,  trouver  sur 
la  droite  un  point  qui  soit  à  égale  distance  des  deux  points 
donnés. 

6.  On  propose  de  démontrer  que  la  somme  des  dis- 
tances d'un  point  quelconque,  pris  dans  l'intérieur  d'un 
triangle  aux  trois  sommets  de  ce^triangle,  est  toujours 
moindre  que  la  somme  des  trois  ^tés. 

7.  On  donne  un  triangle  isocèle  ÂBC  dans  lequel  le 
côté  AB=ÂC,  et  dans  lequel  l'angle  du  sommet  A=| 
d'angle  droit  ;  on  partage  l'angle  G  en  deux  parties  égales 
par  une  droite  CD  terminée  au  côté  AB,  et  on  propose 


Digitized  by 


Googk 


(  417  0 
de  démontrer  que  les  trois  droites  CD,  BG  et  DA  sont 
égales  entre  elles. 

8.  Du  sommet  A  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectan*- 
gle  ABC,  on  abaisse  une.  perpendiculaire  AD  sur  Thypo- 
thénuse,  et  on  propose  de  démontrer  que  l'angle  BAD= 
ACB,  et  que  l'angle  DAG= ABD. 

9.  Partager  une  droite  donnée  en  m  parties  égales. 

10.  Démontrer  que  dans  un  trapèze,  ou  dans  un  trian- 
gle, la  droite  menée  par  le  milieu  de  l'un  des  cAtés  pa- 
rallèlement à  la  base ,  divise  l'autre  côté  en  deux  par- 
ties égales. 

•f  11.  On  donne  un  parallélogramme  ABCD,  on  partage 
les  angles  opposés  A  et  G  en  deux  parties  égales  par  les 
droites  AE  et  CF ,  et  on  propose  de  démontrer  que  les 
triangles  ADE  et  CBF,  ainsi  obtenus,  sont  égaux,  et  que 
chacun  d'eux  est  isocèle. 

f  12.  On  donne  un  parallélogramme  ABCD.  On  divise 
chacun  des  angles  A  et  D  en  deux  parties  égales  par  des 
droites  AE  et  DE  qui  se  rencontrent  en  E,  et  chacun  des 
angles  B  et  G  en  deux  parties  égales  par  des  droites  BF 
et  CF  qui  se  coupent  en  F  ;  on  propose  de  démontrer, 
l""  que  les  triangles  ADE  et  BGF  sont  égaux  ;  2"*  que  la 
ligne  EF  est  parallèle  à  AB  ;  S""  que  les  angles  en  E  et  F 
sont  droits;  i""  que  la  droite  EFest  égale  à  la  différence 
AB — AD  des  cAtés  contigus  du  parallélogramme. 

13.  Trouver  sur  le  côté  AB  d'un  triangle  donné  ABC, 
un  point  H  tel,  qu'en  menant  par  ce  point  une  parallèle 
à  la  base  BG  du  triangle,  cette  parallèle  soit  d'une  lon- 
gueur donnée. 

1*.  Démontrer  qu'on  partage  la  surface  d'un  trîan- 

«7 
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gle  en  quatre  parties  égalai  en  joignant  demi  à  deax  les 
milieux  de  ses  cdtés. 

15.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  propose  de  for- 
mer un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'un  de  ses  angles,  de 
TangleÂ,  par  exemple. 

16.  Combien  peut-on  mener  de  diagenaiei  différeiii- 
tes  dans  un  polygone  de  ncétésT 

17.  Quel  est  le  plus  petit  nombre  d'angles  obtus  que 
puisse  avoir  un  polygone  de  n  eétés,  n  étant  plus  grand 
que  5? 

18.  OndonnetroispointsÂ^BetCnon en  lignedroite, 
et  on  propose  de  mener  par  le  point  B  une  ligne  telle, 
que  si  des  points  A  et  C  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  cette  ligne,  ces  perpendiculaires  soient  égales  entre 
elles. 

19.  Construire  un  triangle  dont  on  connatt  les  trois 
cétés. 

20.  Construire  un  triangle  dont  on  connatt  deux  cA- 
tés  et  l'angle  compris. 

21 .  Construire  un  triangle  dont  on  connatt  un  cAté 
et  les  deux  angles  adjacents. 

99.  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  deuy  co- 
tés et  Tangle  opposé  à  Tun  d'eux. 

23.  Connaissant  la  somgne  de  deux  droites  et  leur  dif- 
férence, trouver  ces  deux  droites  ;  on  suppose  que  Ton 
sache  diviser  une  droite  en  deux  parties  égales. 

24.  Corinftiësant  la  base  et  l'angle  du  sommet  d'un 
triangle  isocèle,  construire  le  triangle. 

25.  Construire  un  polygone  égal  à  un  polygone  donné, 
et  en  général  une  figura  égale  à  une  figure  donnée. 
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86.  Si  d'un  point  A,  prig  hori  d*uq  cercle,  on  tire  une 
droite  qui  passe  par  le  centre,  et  plusieurs  autres  droites 
qui  coupent  le  cercle  chacune  en  deux  points,  on  pourra 
considérer  toutes  ces  droites  comme  terminées,  soit  à  la 
partie  concave  du  cercle,  soit  à  sa  partie  convoite  ;  cela 
posé,  1*  si  l'on  regarde  ces  droites  comme  terminées  à  la 
partie  concave  du  cercle,  la  ligne  passant  par  le  centre 
sera  Ife  plus  longue;  2^  les  lignes  qui  feront  de  part  et 
d'autre  avec  celle-là  des  angles  égaux,  seront  égales  ; 
3*  de  deux  lignes  qui  feront  avec  la  ligne  qui  passe  par 
le  centre  des  angles  inégaux,  celle  qui  fera  le  plus  grand 
angle  sera  la  plus  petite  ;  4""  au  contraire,  si  Ton  regarde 
les  droites  dont  il  est  question  comme  terminées  à  la 
partie  convexe  du  cercle ,  celle  dont  le  prolongement 
pasae  par  le  centre  sera  la  plus  petite,  et  leur  longueur 
sera  en  général  d'autant  plus  grande  qu'elles  s'écarteront 
davantage  du  diamètre, 

27.  Par  un  point  donné,  mener  à  deux  parallèkM 
données  de  position,  une  sécante  telle,  que  la  partie 
comprise  entre  les  deux  parallèles  soit  d'une  longueur 
donnée. 

S8,  Par  un  point  donné,  mener  à  deux  parallèles  doof 
nées  de  position ,  une  sécante  telle,  que  la  somma  des 
distances  du  point  donné  aux  deux  points  où  la  sécante 
rencontre  les  parallèles  soit  d'uile  longueur  donnée. 

29*  Par  un  point  donné,  mener  à  deux  parallèles  don- 
nées de  position  une  sécante  telle,  que  la  diiférence  daa 
distances  du  point  donné  aux  deux  points  de  rencontre 
de  la  sécante  avec  les  parellèles  soit  d'une  longoeur 
donnée. 
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30.  On  demande  de  quelle  espèce  est  le  quadrilatère 
formé  en  joignant  les  extrémités  de  deax  droites  qui  se 
coupent  en  deux  parties  égales. 

31.  On  demande  quelle  est  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  diagonales  d'un  parallélogramme 
soient  égales. 

32.  Démontrer  qu'un  triangle  est  isocèle  toutes  les 
fois  que  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base 
est  perpendiculaire  sur  la  base. 

33.  Démontrer  qu'un  triangle  est  isocèle  toutes  les 
fois  que  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base 
divise  l'angle  du  sommet  en  deux  parties  égales. 

34.  On  donne  une  circonférene  de  grandeur  et  de  po- 
sition, et  une  droite  de  position  seulement,  et  on  propose 
de  mener  à  la  circonférence  une  tangente  qui  fasse  avec 
la  droite  un  angle  égal  à  un  angle  donné. 

35.  Démontrer  que  les  tangentes  menées  à  une  cir- 
conférence par  un  point  situé  hors  de  cette  circonférence 
sont  égales,  et  qu'elles  font  des  angles  égaux  avec  la  droite 
qui  joint  le  point  au  centre  de  la  circonférence  donnée. 

36.  Étant  donnéesune  circonférence  et  une  droite  hors 
de  cette  circonférence,  trouver  sur  la  droite  un  point  tel, 
qu'en  menant  par  ce  point  des  tangentes  à  la  circonfé- 
rence, les  angles  formés  de  part  et  d'autre  par  la  droite 
et  les  tangentes  soient  égaux  entre  eux. 

.37.  Démontrer  qu'un  quadrilatère  est  un  parallélo- 
gramme, toutes  les  fois  que  les  angles  opposéssont  égaux. 

38.  Mener  une  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'une 
droite  donnée,  en  supposant  qu'on  ne  puisse  pas  prolon- 
ger la  droite  au  delà  de  cette  extrémité. 
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39.  Lorsque  deux  cercles  de  même  rayon  se  touchent, 
toute  sécante  menée  par  le  point  de  contact  détermine 
dans  les  deux  cercles  des  cordes  qui  sont  égales  entre 
elles, 

40.  Étant  données  une  circonférence  et  deux  tangentes 
parallèles  menées  aux  extrémités  d'un  même  diamètre, 
on  propose  de  mener  à  la  circonférence  une  tangente  telle, 
que  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre  les  deux 
pemières  tangentes  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

41.  On  donne  une  circonférence  et  une  droite  AB  de 
grandeur  et  de  position,  et  on  propose  de  trouver  sur  la 
circonférence  un  point  C  tel,  qu'en  le  joignant  aux  ex- 
trémités de  la  droite,  l'angle  AGB,  ainsi  formé,  soit  égal 
à  un  angle  donné. 

42.  Par  un  point  donné  dans  l'intérieur  d'un  cercle, 
mener  une  corde  dont  ce  point  soit  le  milieu. 

43.  On  propose  de  démontrer  que  les  cordes  des  arcs 
ne  sont  pas  dans  le  même  rapport  que  ces  arcs. 

44.  Démontrer  que  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des 
deux  arcs  sous-tendus  par  une  corde  est  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  la  corde,  et  passe  par  le  centre  de  la  cir- 
conférence. 

45.  On  donne  un  parallélogramme  ABCD;  par  le  som* 
met  C  on  mène  une  droite  extérieure  sur  laquelle  on 
abaisse  des  perpendiculaires  des  trois  autres  sommets 
A,  B  et  D.  Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  que  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A,  opposé  à  C ,  est 
égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  som- 
mets B  et  D. 

46.  Démontrer  qu'un  angle  qui  a  sou  sommet  hors 
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d'tttid  cireoaféfeftcet  et  qui  est  fôl'iiié  ftt  deut  êéeftntest 
a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  coticate  dimiùiié  de  la 
moitié  de  l'arc  conyexe» 

47.  Démontrer  qa'un  angle  excentrique,  c'est-à^ire 
ayant  son  sommet  dans  Tintérieur  d'une  circonférence, 
mais  en  nn  point  différent  du  centre,  est  égal  à  là  demi- 
somme  des  arcs  compris  entre  ses  côtés  et  leurs  prolon^ 
gements. 

48.  Chercher  la  mesure  de  Tangle  formé  en  un  p6int 
d'une  circonférence  par  une  corde  et  le  prolongement 
d'une  iutre  corde. 

49.  Décrire  avec  un  rayon  donné  un  cercle  tangent  à 
une  droite  donnée  et  dont  le  centre  se  trouve  1^  sur  une 
droite  donnée ,  2^  sur  une  circonférence  donnée. 

50^  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cer- 
cles d'un  rayon  donné  tangents  A  un  cercle  donné? 

61 .  Décrire  avec  un  rayon  donné  un  cercle  tangent  à 
un  cercle  donné,  et  dont  le  centre  se  trouve  sur  une  li- 
gne donnée. 

52.  Étant  donnés  deux  points,  Une  droite  et  un  cer^ 
ele,  décrire  une  circonférence  qui  passe  par  les  deux 
points  et  qui  coupe  le  cercle,  de  manière  que  la  corde 
de  section  soit  parallèle  h  la  droite  donnée. 

53.  Étant  donnés  deux  droites  et  un  point  dans  leur 
plan,  décrire  de  ce  point  comme  centre  Un  arc  qui  conpe 
les  droites  données  en  deux  points  tels,  que  la  corde  qui 
le  joint  soit  parallèle  à  une  droite  aussi  donnée  dans  le 
plan. 

54.  Étant  donnés  deux  droites,  et  un  point  sur  l^une 
d'elles,  décrire  un  cercle  qui  touche  cette  droite  au  point 
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donné  ^t  qui  ooupê  un  ceirole  donné,  d6  manière  que  là 
corde  de  Bection  soit  parallèle  k  Tantre  dréite. 

55.  Décrire  un  oercle  qui  passe  par  déut  pointa  don-* 
nés  et  qui  coupe  en  même  temps  un  autre  oerole  donné» 
de  manière  que  la  oorde  de  section  fasse  un  angle  Aôtné 
avec  la  droite  qui  joint  les  points  donnés. 

56.  Dent  cordes  étant  données  dans  un  cercle,  trott«« 
yer  sur  la  circonférence  un  point  tel  ^  qu'en  le  joignant 
aui  extrémités  de  la  première  corde,  la  deuxième  inter- 
cepte un  triangle  éqoiangle. 

57.  On  demande  quelle  est  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'une  circonférence  passe  par  quatre 
points  donnés? 

58.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  trapèxe  dont  les 
cAtés  parallèles  soient  des  longueurs  données. 

59.  Par  un  point  donné  sur  une  sécante  à  deux  pa« 
rallèles  données,  mener  une  deuxième  sécante  telle,  que 
le  trapèze  résultant  soit  inscriptible. 

60.  TrouTor  sur  une  droite  donnée  de  position  un 
point  tel,  qu'en  menant  de  ce  point  et  sous  une  incli- 
naison donnée  une  sécante  k  un  cercle  donné,  la  par- 
tie de  cette  sécante,  comprise  dans  le  cercle,  soit  d'une 
longueur  donnée. 

61 .  Inscrire  dans  une  circonférence  donnée  un  trian-* 
gle  dont  deux  cétés  soient  parallèles  à  deux  droites  don- 
nées de  direction,  et  qui  soit  tel,  que  son  troisième  cAté 
passe  par  un  point  donné. 

62.  On  donne  un  triangle  équilatéral  et  on  prolonge 
tous  les  cétés  d'une  longueur  égale,  on  joint  ensuite  les 
extrémités  de  ces  longueurs  pat*  des  droites,  et  on  ol^ 
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tient  ainsi  un  hexagone.  Cela  poeé,  on  propose  de  dé- 
montrer que  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  quelconque  du  périmètre  de  cet  hexagone 
sur  les  trois  cAtés  du  triangle  équilatéralestoonstanteet 
égale  à  la  distance  des  deux  côtés paralîèlesde  Thexagone. 

63.  Un  triangle  est  formé  par  trois  cAtés«  dont  les  lon- 
gueurs sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  nombres  3, 
4  et  5.  On  demande  de  quelle  nature  est  le  triangle. 

64.  Ck>nstmire  un  carré  qui  soit  les  i  d'un  carré 
donné. 

65.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la 
difTérence  des  segments  formés  sur  cette  base  par  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet,  et  la  somme  des  deux 
autres  cAtés. 

66.  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la 
difiérence  des  segments  formés  sur  cette  base  par  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet,  et  la  différence  des 
deux  autres  cétés. 

67.  Diviser  une  longueur  donnée  en  un  nombre  donné 
de  parties  égales. 

68.  Diviser  une  droite  donnée  de  longueur  en  parties 
proportionnelles  à  des  lignes  données. 

69.  Partager  un  triangle  en  m  parties  équivalentes 
par  des  droites  partant  de  l'un  des  sommets. 

70.  Partager  un  triangle  en  trois  parties  équivalentes 
par  des  droites  menées  d'un  point  donné  dans  l'intérieur 
de  ce  triangle. 

71.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  telle,  que 
les  parties  de  cette  droite  terminéesà  deux  droites  don- 
nl6es  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 
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72.  Par  un  point  donné,  mener  ane  sécante  qui  soit 
divisée  dans  un  rapport  donné  par  la  circonférence  d'un 
cercle  donné. 

73.  Trouver  le  c6té  du  carré  équivalent  à  un  polygone 
donné. 

74.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant 
rhypothénuse  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux 
autres  c6tés* 

75.  Étant  donnés  un  angle  et  un  point  situé  dans  son 
intérieur,  trouver  sur  l'un  des  côtés  un  point  tel,  que  sa 
distance  au  point  donné  soit  égale  à  sa  distance  a  l'autre 
côté  de  l'angle. 

76.  Trouver  dans  l'intérieur  d'un  triangle  un  point 
tel ,  que  ses  distances  aux  trois  sommets  du  triangle  soient 
entre  elles  comme  trois  longueurs  données. 

77.  Étant  données  deux  circonférences  qui  se  cou- 
pent, mener  par  un  des  points  d'intersection  une  sécante 
commune  telle,  que  le  rapport  des  cordes  comprises 
dans  les  deux  circonférences  soit  égal  à  un  rapport 
donné. 

78.  Démontrer  que,  si  par  le  centre  de  similitude  de 
deux  circonférences,  on  mène  une  sécantecommune  quel- 
conque, le  rapport  des  cordes  comprises  est  constant  et 
égal  au  rapport  des  rayons  des  deux  circonférences. 

79.  Par  un  point  donné  sur  la  droite  qui  partage  un 
angle  droit  en  deux  parties  égales,  mener  une  droite,  de 
manière  que  la  portion  de  cette  droite  comprise  entre  les 
côtés  de  l'angle  ou  leurs  prolongements  soit  d'une  gran«- 
deur  donnée. 

80.  Inscrire  dans  un  carré  donné  un  triangle  équi- 
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latéral,  de  manière  qu'on  de  ses  êommets  a6it  à  un  des 
anglei  da  earré. 

81.  Trois  points  étant  donnés,  mener  par  un  de  ces 
trots  points  une  droite  telle,  que  la  somme  des  distances 
des  deux  autres  points  à  cette  droite  soit^  égale  à  une 
longueur  donnée. 

.  89.  Trourer  sur  l'hypothénuse  d'un  triangle  rectan*- 
gle  un  point  tel,  que  lé  carré  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  6e  point  sur  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  soit 
équivalent  au  rectangle  des  deut  segments  de  l'hypoth^ 
nuae  déterminés  par  ce  point. 

83.  Étant  données  dans  un  trapèze  les  deux  bases  et 
la  hauteur,  calculer  la  surface  du  triangle  total  et  celle 
du  petit  triangle  formés  par  les  prolongements  des  cAtés  . 
non  parallèles. 

84.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  triangle  mi- 
nimum semblable  à  un  triangle  donnée 

86.  On  donne  une  circonférence  et  un  point  A  situé 
hors  de  cette  circonférence,  par  ce  point  on  mène  deux 
tangentes  à  la  circonférence,  et  on  tire  la  corde  de  con* 
tact.  Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  que  toute  sé- 
cante menée  par  le  point  A  est  coupée  barmoniquement 
par  la  circonférence  et  par  la  corde  de  contact. 

86.  Trois  points  étant  donnés  sur  une  droite,  décrire 
trois  cercles  tangents  entre  eux  deux  à  deux,  et  tangents 
à  la  droite  donnée  aux  points  donnés. 

87.  Trois  points  étant  donnés  sur  une  circonférenee, 
décrire  trois  cercles  tangents  entre  eux  deux  A  deux,  et 
tangents  à  la  circonférence  donnée  aux  pointa  donnés. 

88.  Étant  donnés  dans  un  même  plan  deux  triangles 


Digitized  by 


Googk 


•t  006  droite»  trooTer  sur  la  droite  un  point  tel,  que  la 
flomme  des  oarrés  dès  distances  de  ce  point  eut  sommets 
da  premier  triangle,  soit  à  la  somme  des  cairrés  des  dii^ 
tances  de  ce  même  point  aux  sommets  da  sêoeûd  trian- 
gle, dans  le  rapportde  deux  membres  donnéft,  ou  dedeux 
lignes  données. 

89.  Circonscrire  à  un  cerete  donné  un  traptee  dont 
deux  cAtés  sont  donnés. 

90*  Étant  données  deux  droites  dans  un  mèiiie  ptaUi 
et  un  point  fixe  sur  Tune  d'elles,  trouver  le  lieugéomé^ 
trique  des  points  tels,  qu'en  menant  de  chacund'eux  de^ 
droites  parallèles  &  l'autre  droite  donnée,  le  rapport  des 
longueurs  de  ces  droites  &  la  distance  de  leur  pied  au 
point  fixe  soit  constant.  i 

91.  Étant  donné  un  triangle  équilatéral,  on  propose 
de  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la 
somme  des  carrés  de  leurs  distances  aux  trois  cétés  du 
triangle  équilatéral  soit  égale  à  une  surface  donnée. 

92.  Trouver  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux 
triangles  équilatéranx  un  point  tel ,  que  la  somme  des 
carrés  de  ses  distances  aux  cétés  du  premier  triangle  soit 
i  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  cAtés  du  se*- 
oond  triangle  dans  un  rapport  donné. 

93.  Étant  donné  un  triangle  équilatéral,  trouver  le 
lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  distance  de  l'un 
quelconque  de  ces  points  à  l'un  dès  sommets  du  trian- 
gle soit  égale  à  la  somme  des  distances  du  même  point 
aux  deux  autres  sommets. 

94.  Construire  un  carré,  connaissant  la  différence  qui 
existe  entre  la  diagonale  et  le  côté. 
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95.  Étant  donné  le  périmètre  d'un  triangle,  le  rayon 
da  cercle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  déter- 
miner les  côtés. 

96 .  Étant  données  les  distances  du  centre  ducercle  cir- 
conscritauxtroiscAtésd'untriang!e,déterminer  les  côtés. 

97.  Construire  un  polygone  d'un  nombre  impair  de 
côtés,  connaissant  les  milieux  de  fous  ses  côtés. 

98.  Par  un  point  A,  pris  sur  le  plan  d'un  cercle  donné 
de  grandeur  et  de  position,  on  mène  une  droite  qui  coupe 
la  circonférence  de  ce  cercle  en  deux  points  B  et  C.  Par 
les  points  B  et  C  on  mène  à  la  circonférence  des  tangentes 
BK  et  CK,  sur  lesquelles  on  abaisse  les  perpendiculaires 
CQ  et  BP.  Ces  perpendiculaires  se  coupent  en  un  point 
H,  et  on  demande  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point 
M  lorsque  la  sécante  ÂBC  prend  autour  du  point  A  toutes 
les  positions  possibles. 

99 .  On  donne  dans  un  cercle  0  la  position  d'une  droite 
indéBnie  AB  passant  par  son  centre  ;  de  l'extrémité  G 
du  rayon  OC  qui  lui  est  perpendiculaire ,  on  tire  dans 
une  direction  quelconque  la  sécante  CDE  qui  rencontre  la 
droite  AB  en  un  point  D  et  la  circonférence  en  un  point 
£  ;  par  le  premier  de  ces  points  on  élève  une  perpendicu- 
laire à  la  droite  AB,  par  le  second  on  mène  une  tangente 
au  cercle  ;  celte  perpendiculaire  et  cette  tangente  se  cou- 
pent en  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu  géométrique 
en  supposant  que  Ton  fasse  varier  la  position  de  la  sé- 
cante CE. 

100.  Dans  un  quadrilatère  inscriptible  on  prolonge  les 
côtés  opposés  jusqu'à  leur  rencontre  ;  on  divise  les  angles 
ainsi  formés  en  deux  parties  égales,  et  on  prolonge  ces 
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bissectrice»  jusqu'à  ce  qu'elles  coupent  les  côtés  du  qua- 
drilatère ;  cela  posé ,  on  propose  de  démontrer  que  les 
milieux  des  portions  de  ces  bissectrices  comprises  entre 
les  côtés  du  quadrilatère  et  les  milieux  des  diagonales 
du  quadrilatère  sont  situés  sur  une  même  ligne  droite. 

101 .  Démontrer  que  tout  parallélogramme  circonscrit 
à  un  cercle  est  un  losange. 

102.  Si  les  distances  des  trois  sommets  d'un  triangle 
ABC,  au  centre  du  cercle  inscrit,  sont  proportionnelles 
aux  distances  des  trois  sommets  d'un  autre  triangle  abc, 
au  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle ,  les  deux 
triangles  ABC  et  abc  seront  semblables. . 

103.  On  propose  de  démontrer  que  dans  tout  trapèze 
la  différence  des  carrés  des  diagonales  est  à  la  différence 
des  carrés  des  côtés  non  parallèles,  comme  la  somme  des 
côtés  parallèles  est  à  la  différence  de  ces  mêmes  côtés. 

104.  Par  un  point  G  donné  dans  un  angle  droit  BAC, 
on  mène  une  droite  quelconque  PQ  terminée  aux  deux 
côtés  de  l'angle.  On  construit  sur  PQ  un  triangle  MPQ 
semblable  à  un  triangle  donné,  et  on  demande  le  lieu 
géométrique  du  sommet  M. 

105.  On  propose  de  déterminer  parmi  tous  les  trian- 
gles équivalents  celui  dans  lequel  le  carré  inscrit  est  un 
maximum. 

106.  Mener  une  corde  qui  partage  le  cercle  en  deux 
parties  qui  soient  entre  elles  comme  2  est  &  5,  de  même 
pour  la  circonférence. 

107.  Démontrer  que  si  dans  un  triangle  les  droites 
qui  divisent  deux  angles  en  deux  parties  égales  sont 
égales,  le  triangle  est  isocèle. 
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108.  Étant  données  iem  eifoonféreneoi  qoi  ao  ma^ 
pent,  mener  par  Tun  des  pointa  d'intersection  me  s^ 
oanta  telle,  que  la  somme  ou  la  différenee  des  carrés  des 
parties  de  cette  sécante,  comprises  dans  les  deox  eireofr» 
férenoes,  poit  égale  à  un  carré  donné  p*« 

100.  On  propose  de  démontrer  qae  de  tous  les  trian- 
gles formés  avec  un  angle  donné  i  compris  entre  deu 
c6tés  variables  dont  la  somme  est  donnée,  le  plus  grand 
en  surface  est  celui  dans  lequel  ces  deux  c6tés  sont  égaox. 

110,  Parmi  tous  les  triangles  qui,  ayant  leurs  sommeta 
sur  Tare  ÂMB,  ont  le  côté  commun  AB,  le  triangle  isocèle 
est  celui  dans  lequel  les  deu  autres  cètés  forment  la  plua 
grande  somme.  r 

111.  Parmi  tous  les  triangles  de  même  baae  AB,  et 
dont  les  sommets  sont  sur  une  même  droite  PQ,  le  trianr* 
gledont  lepérin^ètre  est  un  minimum  est  eelui  dans  Iep> 
quel  les  deux  autres  côtés  forment  des  angles  égaux 
avec  PQ. 

113.  De  tous  les  triangles  de  même  base  et  de  même 
hauteur,  le  triangle  dont  Je  périmètre  est  le  plus  petit 
possible  est  celui  dans  lequel  les  deux  autres  côtés  sont 
égaux. 

113.  De  tous  les  triangles  de  même  base  et  de  même 
périmètre,  le  triangle  qui  a  la  plus  grande  surface  est 
celui  dans  lequel  les  deux  côtés  variables  sont  égaux. 

114.  Parmi  tous  les  triangles  de  même  périmètre,  le 
triangle  équilatéral  est  celui  dont  la  surface  est  la  plus 
grande. 

115.  Etant  données  trois  droites  UN,  PQ  et  RS  se  cou- 
pant deux  à  deux  en  A,  B,  et  C,  construire  un  carré  qui 
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ait  d«ux  sommet^  ror  MN,  et  dont  les  deui  astres  8oiii«- 
mets  soient  respectivement  sur  PQ  et  RS« 

116.  Par  un  point  donné  hors  d*un  cercle,  mener  nne 
sécante  qui  soit  coupée  par  la  circonférence  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

117.  Pai^un  point  donné  hors  d'un  cercle,  mener  une 
sécante  telle,  que  la  partie  interceptée  dans  le  cercle  soit 
i  la  partie  extérieure  dans  le  rapport  de  deux  lignes  con- 
nues m  et  n. 

118»  Connaissant  un  cercle  0^  la  séccinte  indéfinie  ÀB 
et  un  point  H  de  ÂB,  mener  une  sécante  MNP  telle,  que 
la  partie  NP,  comprise  dans  le  cercle,  soit  égale  à  une 
ligne  donnée  6  et  que  UN  =?:  NP . 

119.  Par  un  des  points  d'intersection  de  deux  circon- 
férences, mener  une  sécante  telle,  que  la  différence  des 
cordes  qui  en  résultent  dans  les  deux  cercles  soit  égale 
A  une  ligne  donnée  d. 

130.  Dans  un  triangle  ABC,  mener  une  droite  MON 
qui  coupe  deux  côtés  AB,  AC  et  le  prolongement  du 
troisième  cAté  BC  en  des  points  M,  D  et  N,  de  manière 
que  les  parties  DU  et  DN  soient  égales  à  deux  lignes  don- 
nées a  et  p. 

121.  On  propose  de  décrire  une  circonférence  0  qui 
touche  une  circonférence  donnée  0'  en  un  point  donné 
M,  de  manière  qu'en  menant  par  ce  point  une  sécante 
quelconque  MA,  les  cordes  MA,  MB  soient  dans  le  rap- 
port de  deux  lignes  connues  a  et  |3. 

lââ.  Deux  cercles  concentriques  0  et  0'  étant  don^- 
nés,  décrire  une  circonférence  qui  soit  telle,  que  si  aux 
points  M  et  N,  où  elle  rencontre  les  circonférences  don-* 
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nées,  on  mène  des  tangentes  MP,  MQ,  NT,  NR  anx  trois 
circonférences,  les  angles  PHQ,  RNT  soient  égaux  à  des 
angles  connus  a  et  (3. 

123.  Décrire  une  circonférence  telle,  que  les  distances 
de  l'un  quelconque  de  ses  points  aux  extrémités  A  et  B 
d'une  droite  AB  soient  dans  le  rapport  de  deux  lignes 
connues  a  et  |3« 

124.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  de  ses 
côtés  et  la  longueur  de  la  droite  qui  divise  en  deux  par^ 
ties  égales  l'angle  compris  par  les  deux  c6tés  donnés. 

125.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  de  ses 
o6tés  et  la  longueur  de  la  droite  qui ,  partant  du  som- 
met de  l'angle  compris  par  ces  c6tés,  divise  le  troisième 
côté  en  parties  proportionnelles  &  deux  lignes  données 
a  et  p. 

126.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  de 
l'angle  droit  sur  l'hypothénuse,  et  la  différence  des  deux 
côtés  de  l'angle  droit. 

127.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle,  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit. 

128.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  et  la  distance  des  centres  des 
cercles  inscrit  et  circonscrit. 

129.  Construire  un  triangle  rectangle  tel,  que  la 
somme  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  soit  égale  à  une 
ligne  donnée,  et  que  le  rapport  des  carrés  de  ces  mêmes 
côtés  soit  égal  à  celui  des  lignes  connues  a  et  |3. 

130.  Étant  donné  un  point  0  sur  la  droite  AE  qui 
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divise  en  deux  parties  égales  l'angle  connu  BAC,  métier 

par  le  point  0  une  droite  PQ  telle,  que  OP  +  OQ  soit 
égal  à  un  carré  donné,  ou  que  OP  soit  à  OQ  dans  le  rap- 
port de  deux  lignes  données. 

131.  Etant  donnés  dans  un  plan  un  c^de  et  une 
tangente  à  ce  cercle,  trouver  sur  la  circonférence  un 
point  A  tel ,  que  la  somme  de  ses  distances  à  la  tan-^ 
gente  et  au  point  de  contact  soit  égale  à  une  Jongueur 
donnée. 

132.  Etant  donnés  dans  un  plan  deux  cercles  et  un 
point,  tracer  deux  cordes.  Tune  dans  le  premier  cer^ 
cle,  l'autre  dans  le  deuxième,  de  telle  manière  que  ces 
cordes,  prolongées  s'il  est  nécessaire,  passent  par  le  point 
donné,  et  que  les  tangentes  meAées  aux  deux  cercles  par 
les  quatre  extrémités  de  ces  deux  cordes  viennent  se  cou^ 
per  en  un^même  point. 

133.  Construire  avec  des  cd^s-  donnés  on  parallé^ 
lôgramme  dont  les  diagonales  forment  une  somme 
donnée. 

134.  Etant  donnés  dans  un  plan  une  circonférence  et 
un  triangle  ABC,  trouver  sur  la  circonférence  un  point 
M  tel,  que  la  sODune  des  carrés  de  ses  distances  aux  trois 
aonunets  A,  B  et  C  du  triangle  soit  égaie  à  un  carré 
donné  p*. 

135.  Etttt  donnés  dus  un  trapèie  les  angles  et  les 
àegaoi  diagonales,  constmire  ce  trapèze. 

136.  Circonscrire  un  trapèze  à  un  cercle  donné,  de 
manière  que  deux  cAtés  de  ce  trapèze  soient  égaux  en 
longueur  h  deux  droites  données.  Examiner  les  trois  cas 
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qui  peuvent  se  présenter ,  suivant  que  l'on  considère 
comme  connus  les  deux  côtés  parallèles,  ou  les  deux 
côtés  opposés  non  parallèles,  ou  deux  côtés  adjacents. 

137.  On  donne  dans  un  plan  deux  points  fixes  A'B,  et 
un  cercle  dont  un  observateur  parcourt  la  circonférence. 
On  demande  les  points  de  là  drconférence  d  où  cet  ob- 
servateur apercevra  la  droite  ÂB  sous  un  angle  maxi* 
mum  ou  minimum. 

138.  Mener  une  sécante  commune  à  deux  cercles 
donnés  dans  un  même  plan,  de  manière  que  la  somme 
des  cordes  interceptées  dans  les  deux  cercles  soit  égale 
à  une  droite  donnée,  et  que  le  rectangle  construit  sur 
ces  deux  cordes  soit  équivalent  à  un  carré  donné. 

139.  Construire  un  triangle^  connaissant  la  base,  un 
des  côtés  adjacents,  et  sachant  que  la  différencedes  angles 
à  la  base  est  égale  à  un  angle  droit. 

140.  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
connaissant  sa  surface  et  son  périmètre. 

141.  Trouver  les  deux  côtés  de  l'ange  droit  d'un 
triangle  rectangle,  connaissant  Thypothénuse  et  le  rayon 
du  cercle  inscrit. 

142.  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  rcôtangle, 
connaissant  les  longueurs  des  deux  droites  qui  joignent 
les  extrémités  de  l'hypothénuse  aux  milieux  des  côtés 


143.  Etant  données  la  somme  des  deux  côtés  de 
l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  et  la  longueur  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit 
sur  l'hypothénuse,  trouver  les  trois  côtés. 

144.  Etant  donnés  dans  un  plan  deux  cercles  et  un 
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point  P,  on  propose  de  mener  aux  deux  cercles  deux 
tangentes  parallèles,  de  manière  que  la  droite  AP,  qui 
joindra  le  point  de  contact  A  de  Tune  d'elles  au  point 
P,  soit  dans  un  rapport  donné  avec  le  prolongement 
PS  de  cette  droite,  compris  entre  le  point  P  et  l'autre 
tangente. 

145.  Etant  donné  un  polygone  régulier  inscrit  dans 
un  cercle,  circonscrire  au  même  cercle  un  polygone  sem- 
blable. 

146.  Calculer  les  rayons  des  cercles  inscrits  au  carré, 
an  triangle  équilatéral,  au  pentagone  régulier,  à  l'hexa- 
gone, au  décagone  et  au  dodécagone  en  fonction  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  que  l'on  suppose  être  égal  à  1 . 

147.  Calculer  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et  in- 
scrit, i^  au  carré ,  2^  au  triangle  équjlatéra) ,  3^  au  pen- 
tagone, 4""  à  rhexagone,  ^^  au  décagone,  6^  au  dodé- 
<;agone  en  Tonction  ducêté  du  polygone  régulier  que  Ton 
suppose  être  égal  à  1 , 

148.  Inscrire  dans  un  carré  donné  quatre  cercles  égaux 
et  tangents  entre  eux  ;  déterminer  le  rayon  en  fonction 
du  côté  C  du  carré. 

149.  Calculer  les  surfaces  du  carré  inscrit,  du  trian- 
gle équilatéral  inscrit,  du  pentagone  régulier,  de  l'hexa- 
gone, du  décagone,  en  fonction  du  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit que  l'on  suppose  être  égal  à  1. 

150.  Connaissant  l'arc  et  la  corde  d'un  segment  de 
cercle  dont  le  rayon  est  R^  calculer  la  surface  du  seg- 
ment. 

151.  Partager  la  surface  d'un  cercle  donné  de  rayon 
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R  en  m  parties  équivalentes  par  des  circonférenoes  con* 
centriqoes. 

152.  Décrire  quatre  cercles  dont  la  somme  soit  égale 
à  an  cercle  donné  de  rayon  R,  et  tels  que  les  rayons 
de  ces  cercles  soient  entre  eui:  comme  les  nombres  don^ 
nés  m,  n,  p  et  q. 

153.  Trouver  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points 
également  distants  de  trois  points  donnés  non  en  ligne 
.droite. 

154.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  pian  perpen- 
diculaire à  un  plan  donné. 

155.  Démontrer  que  le  plan  bissecteur  d'un  angle 
dièdre  est  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  à  égale 
distance  des  deux  faces  de  cet  angle  dièdre. 

156.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpen- 
diculaire sur  une  droite  donnée. 

157.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  perpen- 
diculaire sur  une  droite  donnée. 

158.  Déterminer  l'angle  de  deux  pians. 

159.  Déterminer  l'angle  d'une  droite  et  d'un  plan. 

160.  Trouver  la  plus  courte  distance  entre  deux  droi- 
tes données  dans  l'espace. 

161 .  Trouver  la  longueur  de  la  diagonale  d'un  paral- 
lélipipède  rectangle  en  fonction  des  arêtes. 

163.  Calculer  le  volume  d'un  tronc  de  prisme  en  fono* 
tion  de  la  base  inférieure  et  de  la  distance  du  centre  de 
gravité  de  la  base  supérieure  i  la  base  inférieure. 

163.  On  demande  queUe  est  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  cercle  passe  par  quatre  points 
donnés  sur  la  surface  de  la  sphère. 
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164.  Par  ud  point  dooDé  sar  la  siuriace  de  la  sphère, 
mener  un  arc  de  grand  cercle  tangent  à  un  petit  cercle 
donné, 

165.  Décrire  un  are  de  grand  cercle  tangent  à  deux 
'  cercles  donnés  sur  fa  surface  de  la  sphère. 

166.  Calculer  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
d'une  portion  de  polygone  tournant  autour  d'une  droite 
quelconque  menée  dans  son  plan. 

167.  Trouver  le  volume  engendré  par  la  révolution 
d'un  polygone  régulier,  d'un  nombre  de  côtés  pair  tour- 
nant autour  de  Tun  de  ses  axes,  C  étant  le  cAté  du  po- 
lygone, et  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

168.  Calculer  le  volume  du  solide  engendré  par  la 
révolution  d'une  portion  de  polygone  tournant  autour 
d'une  droite  quelconque  menée  dans  son  plan. 

169.  Déterminer  la  surface  et  le  volume  d'un  tore, 
c'est-à-dire  du  solide  engendré  par  un  cercle  de  rayon 
R  tournant  autour  d'un  axe  fixe  mené  dans  son  plan  à 
une  distance  d  du  centre  du  cercle  donné,  d  étant  <  r. 

170.  On  demande  dans  quel  rapport  sont  les  volumes 
d*un  cône,  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  ' 

171.  Décrire  un  cercle  équivalent  à  une  lone  sjrfié- 
rique,  soit  h  une  base,  soit  à  deux  bases.         « 

172.  Dans  une  pyramide  pentaèdre  SABGD,  dont  S 
est  le  sommet,  et  ABCD  la  base  trapèie,  étant  donnés, 
1^  la  face  SAD  de  grandeur  et  de  position ,  2^  l'inclinai- 
son  de  cette  face  sur  la  base  ABCD ,  3^  les  directions  des 
arêtes  parallèles  AB,  CD,  4^  les  angles  de  la  face  SBC, 
coDstruire  la  pyramide. 
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t73.  Dans  une  pyramide  pentaèdre  SABCD,  dont  S 
est  le  sommet,  et  ABGD  la  hase  trafpèze,  étant  doûnés, 
1®  la  Tace  SÂD  de  grandeur  et  de  position,  2^  l'inclinai- 
son de  SAD  sur  le  plan  donné  de  SBC  ;  S""  les  trois  angles 
de  SBC,  construire  la  pyramide. 

174.  On  propose  de  démontrer  que  deux  pyramides 
conveies,  qui  ont  les  faces  triangulaires  égales  chacune 
à  chacune  et  semblablement  disposées,  sont  égales. 

175.  Démontrer  qu'entre  tous  les  prismes  de  même 
base  et  de  même  hauteur  le  prisme  droit  a  la  plus  grande 
aire. 

176.  On  propose  de  déterminer  le  minimum  du 
rapport  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  un  té- 
traèdre, au  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le  même 
tétraèdre* 

177.  Etant  donnés  trois  plans  rectangulaires  et  une 
droite  située  sur  l'un  d'eux ,  faire  passer  par  cette  droite 
un  quatrième  plan  tel,  que  le  triangle  intercepté  ait  une 
surface  donnée. 

178.  Etant  donné  un  tétraèdre  ABGD,  déterminer  un 
point  intérieur  0  tel ,  que  les  quatre  tétraèdres,  ayant 
pour  sommet  le  point  0 ,  et  pour  bases  les  faces  ABC, 
ACD,  AÇD,  BÇD  du  tétraèdre  ABCD,  soient  équivalents 
entre  eux. 

179.  Calculer  la  surface  engendrée  par  le  décagone 
régulier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  et  tournant 
autour  d'un  diamètre  qui  passe  par  deux  de  ses  som- 
mets. 

180.  Un  triangle  ABC  tourne  autour  d'une  droite  pas- 
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sant  par  le  sommet  A,  on  propose  de  mener  pdr  ce  som- 
met uoe  droite  qui  divise  la  surface  dutriangle  en  deax 
parties,  de  telle  sorte  que  les  volâmes  engendrés  par  ces 
deux  parties,  en  tournant  autour  de  Taie,  soient  équi- 
valents entre  eux. 


FIN. 
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•42  On  prolonge  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit 
jusqu'à  leur  rencontre  en  H  et  K,  on  divise  les  angles 
H  et  K  en  deux  parties  égales ,  et  on  propose  de  dé- 
montrer nue  ces  deux  bissectrices  sont  perpendiculaires 
Tune  sur  l'autre.  24 

«4|  On  donne  un  quadrilatère  quelconque  dans  lequel  on  joint 
deux  à  deux  les  quatre  centres  des  cercles  ex-inscrits, 
et  on  propoise  de  démontrer  qu'on  forme  ainsi  un  qua- 
drilatère inscriptible.  25 

^5  On  donne  une  circonférence  0,  une  corde  MN  et  un  dia- 
mètre  AB;  des  extrémités  A  et  B  du  diamètre,  pn 
abaisse  âur  là  corde  les  perpendiculaires  AC  et  BH, 
d^s  points  G  et  H  on  mène  les  tangentes  CP  et  HQ,  et 
on  joint  les  points  de  contact  P  ei  Q.  On  propose  de 
démontrer  que  la  figure  CPQH  est  un  trapèze  isocèle , 
et  que  la  corde  MP  =  NQ.  26 

^6  Étaht  donné  un  angle  0  et  un  cercle  in 
'  démontrer  que  si  Ton  mène  au  cercle  ( 
conques  supérieures  ou  inférieures,  V 
supérieures  AB  formeront  toutes  di 
même  périmètre;  2®  les  tangentes  ir 
meront  destriangles  dans  lesquels  l'exi 
côtés  âur  ces  tangentes  sen-i  une  qi 
3*»  en  joignant  les  extrémités  des  ta 
rieures  soit  supérieures  au  centre ,  o 
tre  des  at)cles  égaux  pour  chaque  esp 
4*>  les  angles  au  centre  pour  la  tang 
pour  la  supérieure  seront  supplémenlnires.  27 

«49  On  donne  un  quadrilatère  ÎQscrit  ABCD,  on  décrit  des       ' 
circonférences  qui  se  coupent  deux  à  deux  aux  som- 
mets de  ce  quadrilatère,  et  on  propose  de  démontrer 
que  les  secondes  intersections  de  ces  circonférenQe^ 
forment  aussi  un  quadrilatère  inscriptible.  Î9 

«50  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent ,  la  plus  grande 
corde  commune  qu'on  puisse  leur  mener  par  un  des 
points  d'intersection  est  celle  qui  est  parallèle  à  la  ligne 
des  centres.  30 

67  On  donne  un  triangle  équilatcral  A^C,  on  prolonge  les 
trois  côtés  dans  le  même  sens  d'ime  quantité  égale  au 
côté  AB,  on  joint  les  extrémités  M,  N  et  P,  et  on  pro-      * 
posç  de  démontrer  (jjue  le  triangle  l^NP  ainsi  formé 
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estéquilatéral,  et  que  sa  surface  est  égale  à  sept  fois  la  '  ' 
sorfapedutriaDgleABG.  89 

68  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quel- 

conque de  la  base  d'un  triangle  isocèle  sur  les  deux 
o6tés ,  est  constante.  89 

69  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  quel- 

conque pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle  equilateral , 

sur  les  trois  côtés,  est  égale  à  la  bauteur  du  triangle.  40 

70  Par  le  point  M  milieu  de  la  bauteur  d'un  triande  quelcon- 

que ABC ,  on  mène  une  parallèle  PQ  à  Ta  base  BG , 
par  les  points  P  et  Q  on  mène  sur  BC  les  perpendicu- 
laires PU  et  QK,  et  on  propose  de  démontrer  que  le 
rectangle  PQKH  =  i  ABC.  4 1 

74  En  joignant  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés  d'un  qua- 

drilatère inscrit,  on  obtient  un  parallélogramme.  44 

75  Dans  tout  quadrilatère,  le  point  ae  rencontre  des  droites 

qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  est  situé  au 
milieu  de  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales.        44 

76  Dans  tout  trapèze  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  dia- 

£onales  est  parallèle  aux  bases  et  égale  à  la  demi-dif- 
lerenee  des  bases.  45 

77  Si  d'unpoint  quelconque  pris  sur  la  direction  de  la  diago- 

nale o'un  parallélogramme,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  côtés  de  ce  parallélogramme ,  ces  perpen- 
diculaires seront  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des 
oôlés.  45 

78  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  triangle  aux 

milieux  des  côtés  opposés,  se  coupent  en  un  même  point. 
€e  point  se  trouve  sur  chaque  droite  au  tiers  à  partir 
de  la  base  et  aux  deux  tiers  à  partir  du  sommet.  46 

79  Si  des  trois  sommets  et  du  centre  de  gravité  d'un  triangle, 

on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  une  droite  exté- 
rieure, la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité 
est  moyenne  arithmétique  entre  les  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets.  46 

88  Étant  donnée  une  droite,  il  est  impossible  de  trouver  sur 
cette  droite,  ou  sur  son  prolongement,  deux  points  dont 
les  distances  aux  extrémités  de  la  droite  soient  pro- 
portionnelles entre  elles.  49 

84  Étant  donnés  deux  polygones  ayant  leurs  côtés  parallèles 

et  dirigés  dans  le  même  sens ,  prouver  que  les  droites 
qui  joignent  les  sommets  boraologues  de  ces  polygones , 
vont  se  couper  en  un  même  point.  49 

85  On  prend  un  point  quelconque  0  sur  le  plan  d'un  po- 

lygone ABCD,  on  le  joint  à  tous  les  sommets,  et  on  pro- 
longe ces  lignes  de  jonction  de  quantités  A  A',  BF  etc., 
proportionoelles  aux  distances  OA,  OB  etc.,  puis  on 
loint  A'B",  B'C,  etc.,  et  on  propose  de  démontrer  que 
le  polygone  A'B'CD'^ ainsi  formé,  est  semblable  du  po-» 
lygone  ABCD.  $0 
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86  Si  on  coupe  tes  trois  côtés  d'un  triangte  ou  leurs  prolon- 

gements par  une  transversale,  on  détermine  sis  seg- 
ments tels,  (lue  le  produit  de  trois  segments  n'ayant 
aucune  extrémité  commune ,  est  égal  au  produit  des 
trois  autres.  —  Réciproque.  SO 

87  Si  un  point  est  situé  dans  l'intérieur  d'un  triangle  et  si 

on  le  joint  aux  trois  sommets,  on  détermine  sur  les  côtés 
du  triangle  six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois 
d'entre  eux  u'avant  .lucunc  extrémité  commune,  est 
égal  au  produit  des  trois  autres.  —  Réciproque.  si 

88  Les  tangentes  extérieures  communes  à  deux  circonférences 

se  coupent  en  un  même  point  situé  sur  la  ligne  des  cen- 
tres. 64 

89  Même  théorème  sur  les  tangentes  intérieures  communes.      S6 

90  Les  trois  centres  de  similitude  externe  de  trois  circonfé^ 

renées  données,  sont  situés  sur  la  même  li^ne  droite.  56 

01  Les  droites  qui  joignent  les  centres  de  similitude  interne 
de  trois  circouféreDce.s  données,  aux  centres  de  ces  cir* 
conférences,  se  coupent  en  un  même  point.  56 

92  Les  exiréiiiiiés  de  deux  droites  qui  se  coupent  en  parties 

réciproqucmenl  proportionnelles ,  sont  sur  une  même 
circonrérence.  57 

93  Si  deux  lignes  OA  et  OB,  sont  coupées  aux  points  H  et 

C  y  de  manière  qu'on  ail  OA  X  OH  =  OB  X  OG,  les 
nualre  points  A,  H,  €  et  B  sont  sur  une  même  drcon- 
lérence.  58 

94  Si  dans  un  irian^.e  un  des  côtés  est  moyen  proportioD- 

nel  entre  un  autre  côté  et  le  segment  de  ce  côté  adjacent 
au  premier,  et  déterminé  par  la  perpendiculaire  abais- 
sée sur  ce  dernier  côté  du  sommet  opposé,  le  triangle 
est  rectangle.  58 

95  Si  dans  un  triangle  AHB,  dans  lequel  UG  est  |ia  perpen- 

diculaire abaissée  du  sommet  H  sur  le  côté  opposé,  on 

—2    —2    —2 

a  la  relation  AH:I1B:AB::AC:CB:AB,  le  triangle 

est  recUngle.  59 

96  On  donne  un  triangle  rectangle  ABC ,  on  construit  les 

carrés  sur  l'hypoihénuse  et  sur  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  ;  ei  on  propose  de  démontrer  que  les  trois 
points  M,  A  et  N  sont  en  ligne  droite.  59 

97  On  donne  un  triangle  rectangle  ABC,  on  construit  les 

carrés  sur  io.^  trois  c^Hés,  et  on  propose  de  démontrer 
que  les  lignes  CM ,  BN  et  la  perpendiculaire  AS ,  se 
coupent  en  un  même  point.  59 

98  Dans  un  triangle  ABC,  si  Tangle  A  est  aigu  ,  et  que  du 

5ommet  B  on  al»aisse  sui*  AC  la  perpendiculaire  BH , 

—2  —2 

on  aura  :  BC  =  AB  +  AG— 2  AC  X  AH.  60 

99  Dans  un  triangle  ABC,  si  l'angle  A  est  obtus ,  et  que  du 

sommet  B  on  aliaisse  sur  AC  la  perpendiculaire  BH  , 
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—2  —2        —2 

on  aura  la  relation  :BC  =  AB  +  AC  +  2ACxAH.       6i 

129  L'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit  à  un  triangle,  est 

^ale  à  la  somme  des  inverses  des  trois  baulenrs.  83 

130  L'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit  à  un  triangle,  est 

égale  à  la  somme  des  inverses  des  rayons  des  cercles 
ex-inscrits.  84 

f  137  Tant  de  triangles  que  l'on  voudra,  placés  de  manière  que 
les  sommets  de  l'un  quelconque  d*entre  eux  soient  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  précédent,  ont  tous  même 
centre  de  gravité.  90 

J38  Si  Ton  joint  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  deux  à 
deux ,  on  (orme  un  seeond  triangle  semblable  au  pre- 
mier, et  si  parleur  centre  commun  des  moyennes  dis- 
tances on  mène  une  droite  quelcoonue  de  manière  que 
la  partie  dirigcfe  vers  l'un  des  côtés  du  premier  triangle 
soit  double  de  la  partie  opposée,  qui  est  dirigée  vers  le 
côté  homologue  au  second  triangle,  les  extrémités  de 
cette  droite  seront  semblablement  placées  par  rapport 
aux  deux  triangles.  91 

161  Dans  un  triangle  quelconque ,  la  somme  des  carrés  de 

deux  côtés  est  égale  à  deux  fois  le  carré  de  la  moitié 
du  troisième  côté,  plus  deux  fois  le  carré  de  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  milieu  du  troisième  côté.  1 0 1 

162  Dans  un  triangle  quelconque,   la  différence  des  carrés 

de  deux  côtés  est  égale  à  deux  fois  le  troisième  côté, 
multiplié  par  la  distance  qui  sépare  le  milieu  du  troi- 
sième côté  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
ee  troisième  côté,  du  sommet  opposé.  :  loi 

t  St  Dans  un  quadrilatère  quelconque ,  la  somme  des  carrés 
des  quatre  côtés  esl  égale  à  la  somme  des  carrés  de<t 
diagonales,  plus  quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales.  1 02 

154  Dans  un  quadrilatère  quelconque,  la  f:omme  des  carrés 
des  diagonales  est  égale  è  deux  fois  la  somme  des  carrés 
des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés.      1  (t3 

16&  Dans  tout  trspèxe ,  Ta  somme  des  carrés  des  deux  côtés 
nonparall^esest  égale  à  la  somme  des  carrés  des  dia- 
gonales diminuée  du  double  rectangle  des  bases.  t03 

f  56  Lorsque  deux  cordes  se  coupen  l  per|>cadiculairement  dans 
un  cercle,  la  somme  des  carrés  des  quatre  segments 
est  égale  au  carré  du  diamètre.  104 

SS7  Deux  triangles  qui  ont  deux  angles  supplémentaires,  sont 
emre  eux  comme  les  rectangles  des  côtés  rfui  compren- 
nent les  angles  supplémentaires.  1 05 

164  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  le  rectangle  de  deux 
côtés  AB  et  AC,  est  égal  au  rectangle  ronsiruît  sur  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit ,  et  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  A  sur  le  troisième  côté.  109 

16&  Dans  un  triangle  quelconque,  si  l'on  divise  un  angle  en 
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deuk  parties  égales,  le  rectangle  des  deui  cdtés  qui 
comprenneot  Tangle  divisé,  est  égal  au  carré  de  la  bis- 
sectrice ,  plus  le  rectangle  construit  sur  les  deux  seg- 
ments déterminés  par  la  bissectrice  sur  le  troisième  côë.     Il d 

166  Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  si  on  joint  le  sommet 
A  à  un  point  H  quelconque  de  la  base,  on  aura  la  rela- 
tion :  aÏx  BC=: AC  X  BH-hÂB  X  HC—BH  X  HC 
XBC.  110 

107  Si  on  joint  un  point  0  quelconque,  du  plan  d'un  triangle 
ABC,  aux  trois  sommets  par  les  droites  AO  ^  BO ,  OC, 
si  par  les  milieux  de  chaque  côté  du  triangle  on  mène 
une  parallèle  à  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  l'angle 
opposé  au  point  0,  les  trois  droites  qu'on  obtient  ainsi 
se  coupent  au  même  point  (V ,  et  cnacune  d'elles  est 
égale  à  la  moitié  de  la  ligne  à  laquelle  elle  a  été  menée 
parallèle.  US 

168  Si  d'un  point  O  extérieure  un  parallélogramme  A  BCD, 
on  mène  des  droites  à  tous  les  sommets,  le  triangle 
OBDqtii  a  la  diagonale  pour  base,  est  égal  k  la  somme 
des  triangles  OBA  et  OBC ,  qui  ont  pour  bases  les 
(^6tés  qui  comprennent  l'angle  où  aboutit  la  diagonale. 
Si  le  point  0  est  intérieur  au  parallélogramme,  le  trian- 

ge  OBD  sera  égal  è  la  différence  des  triangles  OBC  H 
BA.  114 

174  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  le  rectangle  des  diagonales 

est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés.      119 
176  Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  les  diagonales  sont  entre 
elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui 
aboutissent  h  leurs  extrémités.  120 

176  Dans  un  triangle  quelconque,  si  on  divise  un  an(^e  on  son 
supplément  en  deux  parties  égales^  on  détermine  sur  le 
côté  opposé   un  point  tel,  que  ses  distances  aux  extr^ 
mités  de  ce  côté    sont  entre  elles  dans  le  rapport  des 
,  deux  autres  côtés  du  triangle.  121 

184  Etant  données  trois  lignes  SX,  SY,  SZ  qui  partent  d'un 

même  point  S,  et  les  deux  triangles  ABC,  HGK  qui  ont 
chacun  leurs  sommets  sur  les  trois  lignes ,  si  on  pro- 
longe les  côtés  de  ces  triangles  deux  à  deux  j  jusqu'à 
leur  point  de  rencontre  en  M,  E  et  D^  ces  trois  points 
,  sont  sur  une  même  ligne  droite.  isi 

185  Étant  donnés  une  circonférence  O  et  un  rayon  OA  pro- 

longé, si  au  point  A  on  mène  une  perpendiculaire  AB 
à  ce  rayon ,  que  par  le  point  A  on  mène  vne  sécante 
è  la  circonférence ,  et  que  par  les  points  T  et  H  on 
mène  des  tangentes  à  cette  circonférence,  ces  tan^- 
les  détermineront  par  leurs  intersections  avee  la  ligne 
,  BAC ,  deux  distances  égales  AB  et  AC.  132 

186  Étant  donnés  une  circonférence  Oetun  rayon  OA  pro- 

longé, si  au  point  A  on  mène  une  perpendiculaire  AB 
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.  à  ce  rayon,  qu'on  prenne  sur  AB  des  distances  égales 

AB  et  AG,  .que  par  les  points  B  et  C  on  mène  à  la  cir- 
[  tonférence  lès  tangentes  BD  et  CE ,  le  point  A  et  les 

i  4  deux  points  de  contact  £  et  D  sont  es  ligne  droite.  133 

r  192  Lorsifue  sûr  le  prolobgeniënt  d'une  droite  on  prend  bn 

.  point  quelconque ,  la  somme  des  distances  de  ce.  point 

aux  extrémités  de  la  droite  est  égale  à  deux  fois  la 
;  distance  de  ce  point  au  milieu,  de  la  droite.  .  *      139 

193  Lorsque  sur  une  droite  on  prend  un  point  queiconaue ,  la 
différence  des  dislances  de  ce  point  aux  extrémités  de  la 
droite  est  égale  à  deux  fois  la  distance  de  ce  point  au 
,  milieu  de  la  droite.  .139 

202  Étant  donné  un  triangle  quelconque  AB€,  si  on  con- 
struit extérieurement  sur  chacun  de  ses  côtés  des 
triangles  équilatéraox  ACD,  BCE;  ABF,  et  si  on  mené 
les  lignes  BD,  FG  et  A£,  ces  trois  lignes  seront  égales, 
se  couperont  au  même  point  0,  et  les  côtés  du  triangle 
donné  seront  vus  de  ce  point  sous  un  même  angle.  146 

M4  On  donne  un  triangle  ABG  inscrit-dans  un  cercle,  et  un 
point  0  situé  sur  la  circonférence  de  ce  cercle  ;  de  eè 
point  on  abaisse  des  perpendiculaires  OM,  ON  et  OK 
sur  les  trois  côtés,  et  on  propose  de  démontrer  que  les 
pieds  M,  N  etP  de  ces  perpendiculaires  sont  en  ligne 
droite.  149 

jj.  205  Dans  un  triangle  quelconque ,  les  pieds  des  perpendicu- 

laires abaissées  des  sommets  sur  les  côtés  opposés ,  les 
I  milieux  des  côtés  opposés ,  et  les  milieux  des  distances 

qui  séparent  les  trois  sommets  du  point  de  rencontre  des 
perpendiculaires  abaissées  des  sommets  y  sont  neuf 
points  qui  appartiennent  à  une  même  drconférence.  lao 
206  Dans  tout  triangle,  le  point  de  rencontre  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  sommets  sur  les  côtés  opposés ,  le 
centre  de  gravité  et  le  centre  du  cercle  drconscrit,  son( 
tit)is  points  situés  sur  la  même  ligne  droite;  la  dtstanoé 
des  deux  premiers  points  est  double  de  la  distance  des 
deux  derniers.  l&i 

210  La  somme  des  carrés  des  trois  côtés  d'un  triangle  quel-     • 

conque  est  égale  à  trois  fois  la  somme  des  carrés  des 
distances  du  centre  de  gravité  aux  trois  sommets.  1 55 

211  Si  l'on  divise  la  base  BG  d'un  triangle  ABG ,  de  manière 

-*        ^  ■ 
qu'on  ait  BD  :  DG::m:n,  on  aura  :  nAB+m.  AC= 

—2  —2  —4 

(w+n)AD-4-n.  BD-hwDC.  ,.      156 

212  La  somme  des  carrés  des  distances  des  trois  sommets 

d'un  triangle  à  un  point  quelconque,  est  égale  3i  la  som- 
me des  carrés  des  distances  ou  centre  de  gravité  de 
ce  triangle  à  ses  trois  sommets ,  plus  trois  fois  le  carr^ 
!  de  la  distance  du  centre  de  gravité  aii  point  considéré.     157 

239  On  donne,  dans  un  cercle  OA,  deiix  aiamëtfes  AB  et 
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CD  perpendiculaires.  Sur  la  circonférence  de  ce  cercle 
on  prend  un  point  M  tel,  que  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire MN  soit  égale  à  la  longueur  de  Tare  M  D,  puis 
parle  point  P  milieu  de  l'arc  MB  on  mène  la  corde  PQ 
perpendiculaire  sur  le  diamètre  AB  ,  et  on  propose  de 
démontrer  que  le  segment  PRQB  est  équivalent  au 
quart  du  cercle  donné.  187 

240  Deux  droites,  divisées  en  moyenne  et  extrême  raison,  sont 

divisées  en  parties  proportionnelles.  i  S8 

241  La  somme  des  cari-és  construits  sur  une  droite,  et  sur  le 

plus  petit  segment  de  cette  droite  divisée  en  moyenne 
et  extrême  raison ,  est  égale  à  trois  fois  le  carré  du  plus 
grand  segment.  189 

246  Le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit  est  double  du 

côté  du  triangle  équilatéral  inscrit.  1 92 

252  Étant  donné  un  cercle ,  ou  peut  toujours  Inscrire  et  cir- 

conscrire à  ce  cercle  deux  polygones  réguliers  d'un  mê- 
me nombre  de  côtés  et  tels ,  gue  la  différence  entre 
leurs  périmèU-es  soit  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée.  195 

253  li^me  théorème  pour  les  surfaces.  1 96 

255  Étant  donné  un  cercle ,  on  peut  toujours  en  trouver  un 

autre  qui  diffère  du  premier  d'une  quantité  plus  petite 
qu'un  carré  donné.  197 

256  La  surface  d'un  trapèze  circulaire  est  égale  A  sa  hauteur 

multipliée  par  la  demi-somme  des  bases.  1 98 

257  Une  couronne  circulaire  comprise  entre  deux  circonfé* 

rences  concentriques  est  équivalente  è  un  cercle  qui  a 
pour  diamètre  une  corde  de  la  grande  circonférence  tan* 
gente  è  la  petite.  199 

258  lj6  centre  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  de  côtés 

pairs ,  est  un  point  qui  divise  en  deux  parties  égaies 
toute  droite  passant  par  ce  point ,  et  qui  est  terminée 
,  au  périmètre  de  la  figure.  200 

259  Étant  donné  un  pentagone  régulier  inscrit  ABGDE,  si  l'on 

tire  les  deux  diagonales  AD  et  CE,  ces  deux  diagonales 
se  coupent  réciproquement  en  moyenne  et  extrême 
raison.  200 

260  Le  carré  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit ,  plus  le 

carré  du  rayon,  est  égal  au  carré  du  côté  du  pentagone 
régulier  inscrit  dans  le  même  cercle.  201 

265  Si  dans  un  demi-cercle  AOB  onabaisse  d'un  point  G  quel- 

conque de  la  circonférence  une  perpendiculaire  CD  sur 
le  diamètre,  et  si  l'on  décrit  sur  les  deux  segments  AD, 
DB  des  demi-cercles  AMB,  DNB ,  en  retranchant  ces 
deux  demi-cercles  du  demi-cercle  AOB ,  le  reste  sera 
équivalent  au  cercle  dont  le  diamètre  est  CD.  208 

266  L'aire  du  décagone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  est 

égale  à  trois  fois  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle.  209 

268  On  divise  le  diamètre  AB  d'un  cercle  en  mo venue  et  ex- 
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*  trème  raison  au  point  C ,  puis  on  décrit  sur  les  deux 
parties  AC  et  BC  comme  diamètres ,  deux  demi-cer- 
cles situés  de  côlé  différent  du  diamètre  AB ,  on  pro- 
pose de  démontrer  que  lj  ligne  courbe  AMGNB  divise 
le  cercle  en  moyenne  et  extrême  raison.  210 

378  Si,  d'un  point  pris  dans  rinlérieurd^un  triangle,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  on  détermine  sur 
les  côiés  six  segments  tels,  que  la  somme  des  carrés  de 
trois  segments  n'ayant  aucune  extrémité  commune ,  est 
égale  à  la  somme  des  carrés  des  trois  autres  segments.     221 

377  Si  Ton  joint  un  point  0  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle 
aux  trois  sommets  par  des  droites  OA ,  OB  ,  OC  qui 
rencontrent  les  côtés  du  triangle  en  A',  B',  C,  on  aura 
larelaUon5^-hg|H-g§;=:l.  333 

389  On  donne  un  angle  et  un  point  situé  dans  l'angle,  par  le 
point  on  mène  différentes  sécantes  terminées  aux  deux 
côtés  de  Tanele,  et  on  forme  ainsi  différents  triangles  ; 
on  propose  de  démontrer  que  le  triangle  qui  a  la  sur- 
face minimum  est  celui  qui  est  tel ,  que  son  troisième 
côté  est  divisé  par  le  point  donné  en  deux  parties  égales.    333 

308  Deux  angles  au  centre,  mesurés  dans  deux  cercles  diffé- 
rents ,  sont  entre  eux  comme  les  arcs  compris  divisés 
par  leurs  rayons.  250 

833  La sommedes perpendiculaires abaisséesdessommetsd  un 
polygone  régulier  sur  un  des  côtés ,  est  égale  au  rayon 
du  cercle  inscrit  multiplié  par  le  nombre  des  côtés  du    366 
polygone. 

323  Si,  d'iin  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  d'un  poly- 
gone dont  les  côtés  sont  égaux ,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  tous  les  côtés ,  la  somme  de  ces  per- 
pendiculaires est  constante.  266 

339  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  rayons  des  cercles  in- 
scrit et  circonscrit  est  égale  à  la  somme  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  centre  du  cercle  circonscrit  sur 
les  trois  côtés.  283 

348  Si,  par  un  point  pris  hors  d'un  cercle,  on  mène  des  sécan- 
tes également  éloignées  du  centre ,  les  lignes  menées 
diagonalement  parles  extrémités  des  parties  de  ces  sé- 
cantes comprises  dans  ce  cercle,  se  couperont  toujours 
en  un  même  point.  ^98 

361  Deux  quadrilatères  qui  ont  des  diagonales  égales  et  éga- 
lement inclinées  sont  équivalents.  398 

363  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  de  n 
côtés ,  est  égale  à  n  fois  le  carré  de  la  distance  de  ce 
point  au  centre  du  polygone ,  plus  n  fois  le  carré  du 
ravon  du  cercle  circonscrit.  314 

365  Tout  polygone  a  un  centre  des  moyennes  distances.  3 1 6 

366  On  divise  le  côté  AD  d'un  trapèze  ABCD  en  deux  par-      • 
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lies  AK  et  KD  dans  le  rapport  de  m  à  n,  par  le  poînl  K 
on  mène  KH  parallèle  aux  bases,  et  on  propose  de  dé- 
montrer qu'oh  a  KH=^'^^'^.  318 

âd7  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  d'iin 
(riangle  sur  un  plan  qui  laisse  tous  les  commets  du  trian- 
gle d'un  même  côlé,  est  moyenoe  arithmétique  entre  les 
perpendiculaires  abaissées  des  sommets.  318 

368  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gra^^lé  d'une 
pyramide  triangulaire  sur  un  plan  inférieur,  est  moyenne^ 
arilbmélique  entre  les  perpendiculaires  abaissées  des 
quatre  sommets  de  la  pyramide.  318 

378  Dans  tout  polygone  plan  ou  gauche,  la  projection  d'un 

côté  sur  une  droite  située  d'une  maiiière  quelcodque 
dans  l'espace,  est  égale  à  la  somme  des  produits  des 
autres  côtés  par  les  cosinus  des  angles  qu'ils  forment 
.  respectivement  avec  cette  même  droite.  328 

379  Dans  tout  parallélipipède  rectangle,  le  carré  d'une  diago- 

nale est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  arêtes  conti- 
guës  à  un  même  angle.  330 

380  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  oue  faitune 

droite  avec  trois  axes  rectangulaires,  est  égale  à  l'anité.    331 

381  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  im 

{>lan  avec  trois  autres  plans  rectangulaires,  est  égale  à 
'unité.  332 

382  La  projection  d'une  figure  plane  sur  un  plan  est  égale  à 

l'aire  de  cette  figure  multipliée  par  le  cosinus  de  l'an- 
gle que  font  les  deux  plans.  ^  832 

383  La  somme  des  carrés  des  projections  d'une  figure  plane 

sur  trois  plans  rectangulaires,  est  égale  au  carré  de 
Taire  de  cette  figure.  .  335 

384  Dans  nn  triangle,  la  somme  des  angenles  tfigonométrt- 

ques  des  trots  angles  est  toi^ours  égale  à  leur  produit.    336 
38&  La  somme  des  sinus  des  doubles  des  trois  angles  d'un 
triangle  est  égale  à  quatre  fois  le  produit  des  sinus  des 
angles  de  ce  triangle.  337 

386  La  surCaice  d'un  triangle  rectiligne  qaelconaue  est  égale  au 

carré  du  demi-périmètre  multiplié  par  le  produit  des 
tangentes  des  moitiés  des  trois  angles  du  triangle.  338 

387  Dans  un  triangle,  la  somme  des  sinus  des  trois  angles  «st 

toujours  égale  à  quatre  fois  le  produit  des  cosinus  des 
moitiés  de  ces  angles. 


PROBLEMES. 

CONSTRUCTIONS  DE  DROITES  ASSUJETTIES  A  DES  CONDITIONS  DONNltES. 

•  4  Etant  donné  un  trianele  ABC,  on  propose  de  mener  une 
paraUèle  MN  à  la  base  BG,  de  telle  sorte  que  la  lon- 
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gueur  MN  de  celte  parallèle  soit  égale  à  la  somme 

des  segments  BM  et  NC.  S 

^10  Par  un  point  pris  sur  une  droite,  élever  une  perpendicu- 
laire à  cette  droite.  7 

1 1 1  D'un  point  donné  hors  d'une  droite,  abaisser  une  perpen- 
diculaire sur  cette  droite.  7 

•  12  En  un  point  d'une  droite,  faire  un  angle  égal  à  un  angle 

donné.  S 

«  14  Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à  une  ligne  don- 
née. 9 
#16  Par  un  point  donné,  mener  une  tangente  à  une  circonfé- 

,  rence  donnée.  10 

•  26  Étant  données  une  circonférence  de  grandeur  et  de  po- 

sition, et  une  droite  de  position  seulement,  mener  è  la 
,  eirconférence  une  tangente  qui  soit  parallèle  à  la  droite.      16 
•27  Etant  données  une  circonférence  de  grandeur  et  de  posi- 
tion, et  une  droite  de  position  seulement,  mener  à  la 
eirconférence  une  tangente  qui  fasse  avec  la  droite  un 
,  angle  égal  à  un  angle  donné.  i*^ 

•  86  Étant  donnés  une  circonférence  et  uo  point  hors  de  la  cir- 

conférence, mener  par  ce  (>oint  une  sécante  telle ,  que 
la  partie  comprise  dans  la  circonférence  soit  d'une  Ion- 
,  gueur  donnée.  21 

»  40  Etant  donnés  deux  systèmes  quelconques  de  lignes  paral- 
lèles et  un  point  A  situé  sur  leur  plan,  mener  par  ce 
point  une  sécante  telle,  que  les  parties  de  cette  sécante 
comprises  entre  les  deux  systèmes  de  lignes  parallèles, 
soient  égales  entre  elles.  23 

e  51  Deux  circonférences  qui  se  coupent  étant  données,  mener 
par  l'un  des  points  d'intersection  une  sécante  commune 
,  qui  soit  d'une  longueur  donnée.  31 

^  62  Étant  données  deux  circonférences  qui  se  coupent,  inscrire 
entre  ces  deux  circonférences  une  droite  parallèle  à  une 
droite  donnée,  et  qui  soit  d'une  longueur  donnée.  ai 

«  64  Mener  une  tangente  commune  à  deux  circonférences.  32 

66  Deux  circonférences  étant  données,  mener  une  ligne  qui 
'  soit  tangente  è  la  première,  sécante  à  la  seconde,  et  de 

telle  sorte  que  la  partie  comprise  dans  la  dernière  cir- 
coBférenœ  soit  d'une  longueur  donnée.  33 

71  Étant  données  de  grandeur  et  de  position  une  circonfé- 
rence et  une  droite,  et  une  courbe  quelconque  étant 
donnée  seulement  de  position,  mener  une  parallèle  à  U 
droite,  de  telle  sorte  que  la  partie  de  la  parallèle  com- 
prise entre  la  circonférence  et  la  courM,  soit  égale  à 
la  droite.  41 

•  100  Trouver  la  direction  de  la  bissectrice  de  l'ange  de  deux 

,  droites  qu'on  ne  peut  prolonger.  71 

i|  1 10  Eunt  donnés  un  point  et  deux  droites,  qu'on  ne  peut  pas 
prolonger,  mener  par  le  point  une  droite  qui  passe  par 
le  point  de  concours  des  deux  premières.  7 1 
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9  1 89  Par  UD  point  O  donné  dans  l'angle  A,  tirer  la  ligne  BC,  de 
manière  que  les  parties  OB  et  OC,  cdmprises  entre  le 
point  0  et  les  deux  celés  de  l'angle,  soient  égaies.  93 

3|i|.  16S  Partager  un  triangle  donné  en  deux  parties  équivatentes        0 
/  par  une  parallèle  à  l'un  des  côtés.  105 

f  »  160  Etant  donné  un  triangle  ABC,  dn  propose  de  le  partager         • 
en  deux  parties  équivalentes  par  une  perpendiculaire  à 

g^  la  base.  10<^ 

y  161  Trouver  une  droite  qui  soit  h  une  droite  donnée  dans  le 

rapport  de  deux  carrés  donnés.  ]U7« 

•    1 80  Etant  donné  un  point  hors  d'une  circonférence,  mener  par 

ce  point  une  sécante  telle,  que  la  partie  intérieure  soit         • 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière  et  sa 
^    partie  extérieure.  ISSI 

*  209  Etant  donné  un  point  situé  hors  d'une  circonférence,  me- 
ner par  ce  point  une  sécante  telle,  que  la  |)artie  com- 
prise entre  le  point  et  la  circonférence,  soit  égale  à  la         • 
partie  interceptée  dans  la  circonférence.  1&4 

226  Etant  donnés  un  point  et  un  angle,  mener  par  le  point  une 

sécante  qui  forme  avec  le«  deux  côtés  de  l'angle  un  trian- 
gle dont  le  périmètre  soii  donné.  174« 

227  Etant  donnés  un  angle  et  un  cercle,  mener  une  droite  qui 

fasse  dans  l'angle  un  triangle  dont  le  périmètre  soit 
donné,  et  qui  coupe  le  cercle  suivant  une  corde  égale  à 
une  ligne  donnée.  174 

228  Etant  donné  un  triangle  ABC  et  un  point  0  pris  dans  son 

plan,  mener  par  ce  point  une  sécnnte  OMN  telle,  que  la 
partie  NN,  comprise  dans  le  triangle  ABC,  soit  égale  à 
la  somme  des  deux  segments  BM  et  CN.  1 75 

229  Etant  donné  un  triangle  ABC,  mener  une  sécante  DE 

telle,  que  la  partie  comprise  DE  soit  égale  à  la  somme 
des  segments  BD  et  ËC,  et  telle  aussi  qu'elle  soit  égale 
k  une  droite  donnée.  1 76 

243  Etant  donné  le  plus  grand  segment  d'une  droite  divisée  en 

moyenne  et  exU-ème  raison,  trouver  cette  droite.  i90 

244  Etant  donné  le  plus  petit  segment  d'une  droite  divisée  en 

moyenne  et  extrême  raison,  construire  cette  droite.  1 91 

272  Diviser  un  quadrilatère  en  deux  parties  équivalentes  par 

une  droite.  217 

273  Etant  donné  un  angle  et  un  point  situé  sur  sa  bissectrice, 

mener  par  ce  point  une  sécante  telle,  que  la  partie  com* 
prise  entre  les  deux  côtés  de  l'angle  soit  d'une  longueur 
donnée.  218 

290  Etant  donné  un  angle  et  im  point  situé  dans  l'angle,  mener 
par  ce  point  KDe  sécante,  de  manière  h  former  un  trian- 
gle éauivatent  à  un  carré  donné.  233 

293  Etant  oonné  un  point  situé  dans  un  angle,  mener  par  ce  • 

point  une  sécante  telle,  (]ue  la  partie  comprise  entre  les 
deux  côtés  de  l'angle  soit  au  segment  situe  sur  l'un  des 
côtés,  dans  un  rapport  donné.  236 
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299  Etant  donnés  deux  triangles ,  ainsi  qu'un  point  situé  sur 
leur  plan,  mener  par  ce  point  une  droite  telle,  que  la 
somme  des  distaDces  des  sonimets  du  premier  tnangle 
à  cette  droite,  soit  k  la  somme  des  distances  des  som- 
mets du  second  triangle  à  cette  droite,  dans  un  rapport 
donné.  241 

aoi  Par  un  point  donné  dans  Tintérieur  d'un  cercle,  mener  une 
corde  telle,  que  le  rapport  des  segments  de  cette  corde 
soit  égal  à  un  rapport  donné.  245 

303  Etant  donnés  deux  circonférences  concentriques  et  un  dia- 
mètre commun,  mener  une  sécante  qui  coupe  le  diamè- 
tre sous  un  angle  donné,  et  qtii  soit  partagée  par  la  petite 
circonférence  dans  un  rapport  donné.  245 

305  Etant  donnés  un  cercle  et  un  puint  pris  boi'S  de  ce  cercle, 

mener  par  ce  point  une  sécante  iclle,  que  la  somme  des 
carrés  de  la  partie  intérieure  et  de  la  partie  extérieure 
soit  égale  à  un  carré  donné.  247 

306  Etant  donnés  une  circoiilcrence,  une  tangente  et  le  dia- 

mètre mené  par  le  point  de  contact,  mener  par  l'autre 
extrémité  de  ce  diamètre  une  sécante,  telle  que  la  partie 
extérieure,  comprise  entre  la  tangente  et  la  circonfé- 
rence, soit  égale  à  une  longueur  donnée.  249 

307  Etant  donnés  trois  points,  mener  par  l'un  d^eux  une  droite 

telle,  que  les  distances  des  deux  autres  points  à  cette 
droite  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné.  249 

309  Etant  donnés  deux  parallèles  et  un  point  sur  chacune 
d'elles,  mener  par  un  troisième  point  donné  hors  de  ces 
parallèles  une  sécante  telle,  que  le  rapport  des  distances 
de  chacun  des  points  au  point  de  rencontre  de  la  sé- 
cante avec  l'une  des  parallèles,  soit  égal  à  un  rapport 
donné.  251 

ail  Par  un  point  situé  dans  un  angle  donné,  mener  une  sé- 
cante oui  détermine  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  et  à     ^ 
partir  du  sommet,  des  segments  tels,  que  Jeur  rectangle 
soit  égal  à  un  carré  donné.  253 

312  Etant  donné  un  angle  et  un  point  dans  l'intérieur  de  cet 

anffle,  ou  au  dehors,  mener  par  ce  point  une  sécante 
telle,  que  le  rectangle  des  parties  de  cette  sécante  inter- 
ceptées entre  le  point  et  les  deux  côtés  de  l'angle,  soit 
égal  à  un  carré  donné.  354 

313  Etant  données  dans  un  plan  trois  droites  qui  concourent 

en  un  même  point,  ainsi  qu'un  point  situé  dans  leur 
plan,  mener  par  ce  point  une  sécante  telle,  que  les  deux 
parties  interceptées  soient  entre  elles  dans  un  rapport 
donné.  255 

314  Etant  données  trois  droites  dans  un  même  plan,  mener 

une  transversale  qui  coupe  ces  trois  droites  de  telle 
sorte,  que  les  parties  interceptées  soient  égales  à  des 
droites  données  m  et  n.  256 

317  Etant  données  deux  circonférences  qui  se  coupent,  me- 
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per  par  un  des  points  d'intersection  une  ligne  telle,  qug  " 
ie$  dordes  interceptées  soient  dans  un  rapport  doniie.      359 

820  Par  un  point  pris  sur  le  plan  d'un  cercle,  mepér  une' sé- 
cante telle,  que  la  corde  interceptée  sous-tende  un  arc 
qui  soit  la  mesure  d'un  angle  donne.  264 

328  Par  le  point  d'intersection  de  deux  circonférences  données, 
mener  une  corde  commune  telle,  que  le  rectanele  fai| 
sur  une  partie  de  la  corde  comprise  dans  l'pne  des  cir- 
conférences et  une  ligne  donnée  m,  plus  le  rectangle  fait 
sur  l'autre  partie  de  Ta  corde  et  une  autre  ligne  flonn^ 
h,  soit  égal  à  un  carré  donné.  271 

381  ptant  donné  un  angle  droit,  le  diviser  en  trois  parties 

égales.  275 

840  Partager  un  quadrilatère  donné  en  deux  j)arties  qui  solenf 
entre  elles  dans  un  rapport  donné,  par  une  droite  paral- 
lèle à  l'un  des  côtés. 

^60  Diviser  un  trapèze  en  deux  parties  équivalentes  par  une 

droite  parallèle  aux  bases,  8{0 

372  Un  triangle  étant  donné ,  diviser  sa  surface  en  moyenne 

et  extrême  raison,  par  une  parallèle  à  la  base.  328 

388  Partager  la  surface  d'un  triangle  en  deux  parties  gui 
soient  dans  le  rapport  de  m  à  n ,  par  la  droite  |a  plus 
petite  possible.  jIfO 

341-389  Etant  donné  un  an^le,  en  retrancher,  par  une 
droite  minimum,  un  triangle  qui  soit  équivalent  à  un 
carré  donné.  ^^'i^^ 


CONSTRUCnONS  4>E  C1RC0NFÉEENCE8  QUI  SATISFASSENT  A  n|£S  G0MMT1O1IS 
DONNÉES. 

^17  ^ur  une  droite  donnée ,  décrire  un  segment  capable  0'un 

angle  donné.  1 1 

50  Décrire  une  circonférence  passant  par  deux  points  flon- 

nés  et  ayant  un  ravon  donné.  14 

57  Décrire  une  circonférence  passant  par  un  point  donné, 

touchant  une  droite  donnée  et  ayant  un  rayon  donné.       34 

58  Décrire  une  circonférence  passant  par  un  point  donné, 

tangente  à  un  cercle  donné  et  ayant  un  rayon  donné.        85 

59  Décrire  une  circonférenee  qui  tpucbe  une  droite  donnée  | 

une  circonférence  donnée  et  qui  ait  un  rayon  donné.       35 

60  pécrire  un  cercle  de  rayon  donné  et  touchant  soit  une 

droite  donnée,  soit  une  circonférence  donnée  en  un  point 
donné.  86 

61  Décrire  un  cercle  de  rayon  donné  et  tangent  k  deia 

droites  données.  86 

62  Décrire  un  cercle  de  rayon  donné  et  taogenl  à  deux  cir- 

conférences données.  87 
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%      6t  Décrire  un  cercle  qui  passe  par  un  point  donné  et  qui  tou- 

ehe  une  droite  donnée  eri  un  poini  donné.  37 

•  64  Décrire  un  cercle  qui  passe  par  im  point  donné  et  qui  ton* 

cbe  une  circonférence  donnée  en'  un  point  donné.  38 

*-  65  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  circonférence  donnée 
et  qui  soit  tangent  à  une  droite  donnée  en  un  point 
dontié.  38 

^        66  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  droite  donnée  et  qui 

touche  une  circonférence  donnée  en  un  point  donné.         l^s 

•  100  Décrire  un  circonférence  qui  passe  par  deux  points  don- 

nés et  qui  louche  une  droite  donnée.  61 

•  101  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  don- 

nés et  qui  touche  une  circonférence  donnée.  62 

,  f^M^k^     102  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  un  point  donné 
'  I  et  qui  touche  deux  droites?  données.  63 

103  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  un  point  donné  el 
qui  touche  deux  circonférences  données.  63 

104  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  un  point  donné, 
qui  touche  une  droite  donnée  et  une  circonférence 
donnée.  fA 

105  Décrire  une  circonférence  qui  soit  tangente  à  deux  droites 
données,  et  qui  touche  une  circonférence  donnée.  65 

106  Décrire  une  circonférence  qui  soit  tangente  à  une  droite 
donnée  el  à  deux  circonférences  données.  ^6 

107  D^rire  une  circouférence  qui  soit  tangente  à  trois  cir- 
conférences données.  68 

108  Décrire  une  circonférence  qui  passe  par  deux  points  don»^ — 
nés  et  qui  coupe  une  circonférence  donnée  suivant  un 

,  diamètre.  69 

170  Etant  donnés  un  angle  0,  un  point  Kdans  l'angle,  et  une 
droite  PQ  de  posUion,  décrire  du  point  K  comme  cen- 
tre une  circonférence  qui  coupe  les  deux  côtés  de  Tan- 
,  gle  suivant  une  corde  CD  parallèle  à  PQ.  1  tf 

173  Etant  donnés  deux  points,  une  droite  de  position  et  une 
circonférence  de  grandeur  et  de  position ,  décrire  une 
circonférence  qui  passe  par  les  deux  points  et  qui  roupe 
la  circonférence  donnée  suivant  une  corde  qui  fasse 
avec  la  droite  donnée  un  angle  donné.  1 19 

208  Des  sommets  d'un  triangle  comme  centres,  décrire  trois 
cin-onférences  qui  se  touchent  mutuellement ,  et  expri- 
mer leurs  rayons  en  fonction  des  trois  côtés  du  triangle.    1 58 

248  Construire  une  circonférence  qui  soit  égale  à  la  somme  ou 
.à  la  différence  de  deux  circonférences  données.  193 

249  Construire  un  cercle  qui  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la 
différence  de  deux  cercles  donnés.  194* 

250  Construire  une  circonférence  qui  soit  à  une  circonférence 
donnée  dans  un  rapport  donné.  195 

251  Construire  un  cercle  qui  soit  à  un  cercle  donné,  dans  un 
rapport  donné.  1^5 

270  Trois  pointt  étant  donnés  de  position  sur  un  plan,  et  trois 
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angles  étant  donnés  de  grandeur,  décrire  un  cercle  tel, 
que  les  angles  formés  par  les  tangentes  uienées  de  ces 
points  à  ce  cercle,  soient  respectivement  égaux  aux  trois 
,  angles  donnés.  21  a 

294  Élaot  donnés  un  point  et  une  droite  indéfinie,  décrire, 
du  point  donné  comme  centre,  un  cercle  qui  coupe  U 
droite  de  manière  que  l'un  des  segments  que  forme  le 
cercle  avec  la  droite,  soit  capable  d'un  angle  donné.         237 

296  Deux  circonférences  concentriques  étant  données  ainsi 
qu*un  point  situé  sur  leur  plan ,  décrire  de  ce  point 
comme  centre  un  cercle  qui  coupe  les  deux  circonfé- 
rences de  manière  que  la  aroite  qui  joint  les  deux  points 
d'intersection  du  même  côté  de  la  ligne  des  centres, 
passe  par  le  centre  commun  des  deux  circonférences 
conceniriques.  2S8 

324  Étant  donnés  un  cercle ,  une  droite  et  un  point  sur  la 

droite,  décrire  un  autre  cercle  qui  toucne  la  droite 
donnée  au  point  donné,  et  qui  coupe  le  cercle  donné 
,  sous  un  angle  donné.  267 

325  Étant  donnés  deux  cercles  et  un  point  pris  sur  l'un  d'eux, 

décrire  un  autre  cercle  qui  passe  par  le  point  donné  et 

au!  coupe  les  deux  cercles  donnés  sous  des  angles 
onnés.  269 

333  Par  deux  points  donnés,  faire  passer  un  cercle  tel,  que  la 

tangente  menée  à  ce  cercle  par  un  troisième  point  donné 
soit  égale  à  une  longueur  donnée.  277 

334  Par  un  point  donné,  faire  passer  un  cercle  tel  que  les  tan- 

gentes menées  à  ce  cercle  par  deux  autres  points  don- 
,  nés,  soient  égales  à  des  longueurs  données.  277 

335  Étant  donnés  trois  points,  décrire  un  cercle  tel,  que  les  tan- 

gentes menées  à  ce  cercle  de  ces  trois  points,  soient 
,  respectivement  égales  à  des  longueurs  données.  273 

344  Étant  donné  un  cercle,  décrire  dans  ce  cercle  plusieurs 
cercles  égaux  qui  soient  tangents  entre  eux  amsi  qu'à 
la  circonférence  du  cercle  donné.  289 

360  Etant  donnés  deux  points  et  une  droite  indéfinie,  décrire 
un  cercle  qui  passe  par  ces  deux  points  et  qui  soit  coupé 
par  la  droite,  de  manière  que  l'un  des  segments  que 
forme  la. droite  avec  le  cercle,  soit  capable  d'un  angle 

: . ,       donné.  296 

CONSTRUCnONS  DE  TRUMGLES. 

9  m  Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle  et  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  deux  autres  angles  sur  les 
côtés  opposés.  7 1 

«112  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  hauteur  et 

la  somme  des  angles  à  la  base  ou  l'angle  du  sommet.       72 

•113  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  angles  et  le  pé- 
rimètre. 72 
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•  J14  Gomtraire  un  triangle,  connaissant  un  angle ^  la  hauteur 

abaissée  de  cet  angle,  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  73 

•115  Construire  nn  triangle,  connaissant  les  nieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  sommets  sur  les  côtés  opposés.     74 

«1 1 6  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  angles  et  le  rayon 

du  cercle  inscrit.  74 

•117  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  un  angle  à  la 

base  et  la  somme  des  deux  autres  côtés.  75 

•118  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  un  angle  à  la 

base  et  la  différence  des  deux  autres  côtés.  76 

•  1 1 9  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle  du  som- 

met ,  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux  autres 
côtés.  7« 

•  120  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  un  angle  à  la 

base  B,  la  hauteur  AH  et  le  périmètre.  17 

•121  Construire  un  triangle,  connaissant  le  centre  et  le  rayon 

du  cercle  inscrit,  et  le  centre  et  le  rayon  de  l'un  des 

trois  cercles  ex-inscrits.  78 

•122  Construire  un  triangle,  connaissant  les  centres  et  les  rayons 

de  deux  des  trois  cercles  ex-inscnts.  78 

•  123  Construire  un  triangle,  connaissant  les  positions  des  cen- 

tres des  trois  cercles  ex-inscrits.  78 

•125  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés,  et  Tune  des 
droites  qui  joignent  un  sommet  au  milieu  du  côté  op- 
posé. 80 
•126  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté  et  deux  mé- 
dianes.                                                                         80 

•  127  Construire  un  triangle,  connaissant  les  trois*  médianes.         81 

131  Construire  un  trianele,  connaissant  les  trois  hauteurs.        84 

132  Construire  un  triante ,  connaissant  deux  hauteurs  et  le 

rayon  du  cercle  mscrit.  85 

133  Construire  un  triangle,  connaissant  l'une  des  hauteurs 

abaissée  sur  le  côté  a,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  le 
rayon  du  cercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  a.  86 

134  Construire  un  triangle,  connaissant  la  hauteur  abaissée  sur 

l'un  de  ses  côtés,  et  les  rayons  des  deux  cercles  ex- 
inscrits touchant  extérieurement  les  deux  autres  côtés.      88 

135  Construire  un  triangle,  connaissant  les  rayons  des  trois 

cercles  ex-inscrits.  89 

1 36  Construire  un  triangle,  connaissant  le  rayon  du  cercle  ins- 

crit, et  deux  des  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits.  90 
171  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle  au 

sommet  et  le  rapport  des  deux  autres  côtés.  ii7 

274  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  et  sachant  que 

la  somme  ou  la  différence  des  carrés  des  deux  autres 

côtés  sont  respectivement  égales  à  des  carrés  donnés.    219 

278  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  un  des  angles, 

et  sachant  que  les  hauteurs  abaissées  des  angles  à  la 
base  sont  entre  elles  dans  un  rapport  donné.  222 

279  Construire  un  triangle  isocèle,  connaissant  la  position  du 

30 
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sommet ,  sachant  que  les  extrémités  de  la  base  sont  pla- 
cées sur  deux  parallèles  connues,  et  sachant  de  plus  que 
la  base  du  triangle  fait  avec  ces  parallèles  un  angle  c 

donné.  223 

2S0  Construire  un  triangle,  connaissant  sa  surface  et  deux  de  « 

ses  angles.  224 

282  Construireun  triangle,  connaissant  la  base,  Tangle  opposée  « 

la  base  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  226 

283  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  l'angle  opposé  • 

et  la  somme  des  deux  autres  côtés.  227 

284  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  somme  des  • 

deux  autres  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  228 

285  Construire  un  triangle,  connaissant  la  base,  la  différence 

des  deux  autres  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  228  • 

286  Construire  un  triangle,  connaissant  le  périmètre,  un  des 

,  angles  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  229 • 

172  Étant  donnés  un  triangle  et  deux  parallèles  coupées  par  une 
sécante,  placer  le  triangle  de  manièie  qu'il  ait  un  som- 
met sur  chaque  parallèle  et  sur  la  sécante.  118* 

199  Circonscrire  à  un  triangle  donné,  un  triangle  égal  à  an 

second  trimgle  donné.  144* 

200  Circonscrire  à  un  triangle  donné,  un  triangle  semblable  à 

,  un  triangle  donné  et  qui  soit  un  maximum.  f  4&* 

201  Étant  donnés  trois  points,  faii-e  passer  par  ces  trois  points 

,  trois  droites  formant  un  triangle  équilatéral  maximum.     146 
230  Étant  données  trois  parallèles  inégalement  distantes,  con-  • 

struire  un  triangle  équilatéral  ayant  un  sommet  sur  cha- 
que parallèle.  ITT 
28i  Par  trois  points  donnés  mener  des  droites  qui  forment  on 

triangle  égal  à  un  triangle  donné.  29& 

802  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  isocèle,  tel  que 
la  "^omme  de  la  ba<e  et  de  la  hauteur  soit  égale  à  une 
longueur  donnée.  244 

815  Deux  circonférences  concentrit|ues  étant  données,  inscrire 

dans  l'anneau  circulaire  compris  entre  ces  circonféren- 
,  ces  un  triangle  qui  soit  semblable  à  un  triangle  donne.     257 

816  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  inscrire 

au  système  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné,  et 
,  donlchacun  dessoiiMMits  soit  sur  une  des  circonférences,    258 

318  Etant  donné  un  triangle  et  un  point  S  situé  sur  le  côté  BC 
de  ce  triangle,  lui  inscrire  un  triangle  qui  soit  semblable 
à  un  triangle  donné  et  qui  ait  pour  sommet  le  point  8.    260 

880  Construire  un  triangle  rectangle  équivalent  à  ud  trapèze 
donné,  et  qui  ail  un  des  côtés  de  l'angle  droit  égal  à  l'un 
des  côté!^  parallèles  de  ce  trapèze.  274 

242  Un  triangle  MNP  étant  donné,  lui  circonscrire  un  triangle 
ABC  qui  soit  semblable  à  un  autre  triangle  donné,  et  qui 
soit  tel  que  les  lignes  menées  de  ses  sommets  aux  som- 
mets des  angles  opposés  du  triangle  iMNP  soient  per- 
pendicuiairc^  sur  les  côtés  da  triangle  ABC.  286 
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346  ËUnt  donnés  les  trois  angles  d'un  triangle  ainsi  que  les 
distances  des  trois  sommets  du  triangle  à  un  même  point 
pris  dans  son  plan,  construire  le  triangle.  290 

346  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  dont  deux  côtés 

passent  par  deux  points  donnés,  et  dont  le  s^^'càté  fasse 
avec  la  ligne  qui  passe  par  ces  deux  points ,  un  angle 
égal  à  un  angle  donné.  391 

347  Dans  un  cercle  donné  inscrire  un  triangle  dont  les  côtés, 

prolongés  s'il  est  nécessaire,  passent  par  trois  points 
donnés.  298 

DES  UEUl  GÉOMÉTRIQUES. 

»  si  On  donne  une  corde  AB  dans  un  cercle  I,  des  différents 
points  C  de  l'arc  ABC,  on  abaisse  sur  la  corde  AB  des 
perpendiculaires  GR  et  on  décrit  les  cercles  CR  ;  des 
points  A  et  B  on  mène  à  ces  cercles  des  tan^entes^  et 
on  demande  le  lieu  géométrique  des  points  de  con- 
cours M  de  ces  tangentes.  1 8 
81  Etant  donné  un  angle,  trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  tels,  qu'en  abaissant  de  ces  poiots  des  perpendi- 
culaires sur  les  deux  côtés  de  l'angle,  elles  soient  entre 
elles  dans  un  rapport  donné.  47 
124  Déterminer  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  triangles 
construits  sur  une  droite  AB  donnée  de  grandeur  et  de 
position,  et  dans  lesquels  la  droite  qui  joint  Tune  des 
extrémités  A  de  la  première  droite  au  milieu  du  côté 
opposé,  soit  d'une  grandeur  donnée.                                  79 

181  On  donne  une  circonférence  et  un  point  situé  sur  la  cir- 

conférence ;  par  ce  point  on  mène  diiïérentës  sécantes  ; 
on  demande  le  lieu  géométrique  des  extrémités  de  ces 
sécantes  pour  lesquelles  le  rectangle  de  la  sécante 
entière  et  de  sa  partie  extérieure  est  égal  à  un  carré 
donné.  128 

182  Etant  donnée  une  circonférence,  trouver  le  lieu  géométri- 

que des  points  tels ,  qu'en  menant  de  ces  points  des  ' 
tangentes  à  la  circonférence,  ces  tangentes  forment  entre 
elles  un  angle  donné.  130 

183  On  donne  une  circonférence  0  et  un  point  A  situé  hors  de 

cette  circonférence;  par  ce  point  on  mène  différentes 
sécantes  telles  que  ABC,  on  prend  les  milieux  M  etN 
de  AB  et  AC,  et  on  demande  le  lieu  géométrique  des 
points  M  etN.  130 

189  Déterminer  te  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la 

somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  deux  points 
donnés  soit  égale  à  un  carré  donné.  I37 

190  Etant  donné  un  triangle,  trouver  le  lieu  géométrique  des 

points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances 
aux  extrémités  d'un  côté  soit  égale  à  la  somme  des  car- 
rés des  deux  autres  côtés .  138 
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191  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  diffé- 
rence des  carrés  de  leurs  distances  à  deux  points  don- 
nés soit  éf;<iic  h  un  cirré  donné.  1  j|8 

lOS  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  quêteurs 
distnnres  h  deux-  points  donnés  soient  entre  elles 
comme  deux  droites  données.  1 40 

213  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  somme 
(les  carrés  de  leurs  distances  à  trois  points  donnés  soK 
,  égale  à  un  carré  donné.  169 

219  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver  le  lieu  géomé- 

trique des  points  tels,  que  n  fois  le  carré  de  leurs  dis- 
tances au  point  A,  plus  m  fois  le  carré  de  leurs  dis- 
tances au  point  B,  égalent  un  carré  donné.  160 

220  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver  le  lieu  géométri-         * 

que  des  |)oiats  tels,  que  m  fois  le  carré  de  leurs  distan- 
ces au  point  B,  moins  n  fois  le  carré  de  leurs  distances 
au  point  A,  égalent  un  cairé  donné.  165 

222  Deux  circonférences  étant  données,  trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  des  tan- 
gentes menées  de  ces  points  aux  deux  circonférences 
soit  égale  à  un  carré  donné.  167 

22S  Deux  circonférences  étant  données,  trouver  le  lien  géomé- 
trique des  points  tels,  qu*en  menant  de  ces  points  des 
tangentes  aux  deux  circonférences,  ces  tangentes  soient 
égales.  168 

232  Etant  données  deux  circonférences,  trouver  le  lieu  géomé- 

trique des  points  tels,  qu'en  menant  de  ces  points  des 
tangentes  aux  deux  circonférences ,  les  angles  formés 
,  par  ces  tangentes  soient  égaux.  179 

233  Étant  donnés  quatre  points  A,  B,  G  et  D  sur  une  droite 

indéfinie,  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  O  tels, 

Su*en  les  joignant  aux  points  A  et  B ,  et  aux  points 
et  D,  on  fort  ne  des  angles  égaux  AOB  et  GOD.  1 80 

27 1 .  Trouver  le  lieu  géométriauc  des  points  tels,  que  les  carrés 
de  leurs  distances  à  deux  points  donnés  soient  entre 
.  eux  comme  deux  droites  données.  215 

388  Étant  donnés  une  droite  indéfinie  MN  et  un  point  G  hors 
de  cette  droite,  on  mène  de  ce  point  une  ligne  quelcon- 
que GB  jusqu'à  la  rencontre  de  MN,  puis  l'on  divise 
CB  en  deux  parties  GA,  AB  telles,  qu'on  ait  GBxGA 
=:K*;  on  deraa.nde  le  lieu  géométrique  des  points  tels 
que  A,  en  supposant  qu'on  fasse  varier  la  droite  GB.     231 

298  Dans  lui  triangle  ou  mène  des  parallèles  à  l'un  des  côtés, 
et  l'on  joint  par  des  diagonales  tes  points  de  rencontre 
de  ces  parallèles  avec  les  côtés  ;  ou  demande  quel  est 
le  lieu  géométrique  des  points  de  section  de  ces  dia- 
gonales. 241 

810  Par  un  point  A  pris  sur  le  plan  d'un  cercle  donné,  on 
mène  une  droite  qui  coupe  la  circonférence  de  ce  cer- 
cle en  deux  points  B  et  G  ;  par  ces  points  on  mène  k  la 
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circonférence  des  tangentes  qui  se  coupent  en  un 
point  M  ;  ou  demande  le  lieu  géométrique  décrit  par 
le  point  M  lorsque  la  droite  ABC  prend  autour  du 
point  A  toutes  les  positions  possibles.  251 

326  D'un  point  donné  on  mène  à  un  cercle  donné  des  droites 

que  l'on  divise  en  deux  parties  dans  un  rapport  donné,         • 
et  on  demande  le  lieu  géométrique  des  poinis  de  divi- 
,  slon.  269 

343  Étant  donnés  une  droite  indéfinie  XX'  et  un  point  0 
^  situé  hors  de  cette  droite,  on  mène  de  ce  point  une 
ligne  quelconque  OX  jusqu'à  la  rencontre  de  XX',  puis 
l'on  divise  OX  en  deux  parties  OM  et  MX  dans  le  rap-  • 
port  donné  m  :  n.  On  demande  le  lieu  géométrique 
des  points  tels  que  JM,  en  supposant  qu'on  fasse  varier 
la  droite  OX.  288 

352  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  la  somme 

de  leurs  distances  à  deux  points  donnés  soit   égale 

\  une  lenteur  donnée.  300* 

353  Trouver  le  heu  géométrique  des  points  tels,  que  la  difTé-        • 

rence  de  leurs  distances  à  deux  points  donnés  soit        • 
égale  à  une  longueur  donnée.  30 1 

354  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  tels,  que  leurs  dis-        % 

tances  à  un  point  donné  et  à  une  droite  donnée  soient 
,  égales  entre  elles.  302 

^    355  Etant  donnés  un  point  et  une  droite,  trouver  Je  lieu  géo- 
métrique des  points  tels,  que  leurs  distances  au  point        • 
et  à  la  droite  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné.     303 

357  Trouver  le  lieu  géométrique  des  rentres  des  cercles  qui 

touchent  deux  cercles  donnés.  30* 

870  ]>eux  droites  indéfinies  XX',  YY'  étant  données  de  posi- 
tion, déterminer  le  lieu  géométrique  des  points  A  tels, 
qu'en  menant  des  droites  AP,  AQ  qui  forment  avec 
XX'  YY'  des  angles  donnés,  les  longueurs  AP  et  AQ 
soient  dans  le  rapport  constant  de  deux  lignes  connues.  32t 

371  Deux  droites  indéfinies  XX',  YY'  étant  données  de  posi- 
tion, déterminer  le  lieu  géométrique  des  points  A,  tels  • 
qu'en  menant  les  perpendiculaires  AP  et  AQ  aux  droi- 
tes XX',  YY',  la  somme  des  produits  de  ces  perpendi- 
culaires par  les  lignes  connues  m  et  n  soit  égale  à  un 
carré  donné.  S2« 

CONSTRUCTIONS  DE  POINTS  QUI  SATISFASSENT  A  DtS  CONDfriONS  U0NNÉK8. 

•  5  Etant  donné  un  angle  BAC  et  deux  |M)inis  M  et  N  situés 
dans  l'angle,  trouver  sur  les  côtés  AU  et  AC  deu^i; 
points  R  et  S  tel?,  qu'on  ait  l'angle  imN  =  ABS,  et 
.     l'angle  ASR=:MSC.  -        3 

fl  6  Etant  données  deux  droites  AB,  CD,  paniilëles  entre  elles, 
et  une  sécante  AC  perpendiculaire  sur  AB  et  CD , 
ainsi  que  deux  |>oints  P  et  P'  dans  l'inlérij^ur  de  ces 
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parallèles  et  d'un  même  côté ,  on  propose  de  trouver 
sur  les  côtés  A6,  AC,  CD  trois  poinU  E.  F,  G  tels» 
qu'en  joignant  PE,  EF,  FG,  GF,  on  ait  l'angle  PEB 
.     =  AEF,  l'angle  AFE  =  CFG,  l'angle  CGF  =  P'GD.        i 
#  7  Etant  donné  un  rectangle  ABCD  et  dqux  points  P  et  P'  si- 
tues dans  l'inlérieur,  trouver  sur  les  quatre  côtés  de 
ce  rectangle  quatre  points  E,  F,  G,  H  tels,  qu'en  joi- 
gnant PE,  EF,  FG,  HP',  on  ait  l'angle  PEC  »  FEB« 
l'angle  BFE  =  GFA,  l'angle  AGF  =  DGH,  et  l'angle 
,     DHG-CHF.  5 

#8  Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  O  situé  dans 
l'intérieur,  on  propose  de  frapper  les  trois  côtés  aux 
points  M,  N  et  S  en  faisant  1  angle  d'incidence  égal 
a  l'angle  de  réflexion,  et  de  manière  à  reveqir  au  point 
O  ;  on  propose  ensuite  de  démontrer  que  le  chemin  par- 
couru OMNSO  est  le  plus  court  chemin  possible.  s 
•9    Diviser  une  droite  donnée  eu  deux  parties  égales,  6 
•J3  Diviser  un  arc  en  deux  parties  égales.  8 
«  ]  5  Trouver  le  centre  d'une  circonférence  donnée  ou  d'un  arc 

,    donné.  9 

«18  Étapt  données  deux  circonférences  0  et  G,  trouver  sur  la 
circonférence  O  un  point  A  tel,  qu'en  menant  de  ce  point 
une  tangente  à  G,  cette  tangente  soit  d'une  longueur 
,   donnée.  12 

«  19  Etant  données  deux  circonférences  0  et  G,  trouver  sur  O 
un  point  tel,  qu'en  menant  de  ce  point  deux  tangentes 
.    k  G,  elles  soient  perpendiculaires.  12 

«20  Étant  données  trois  circonférences  égales,  déterminer  sur 
leur  plan  un  point  tel,  qu'en  menant  de  ce  point  des 
taneentes  aux  trois  circonférences,  ces  tangentes  soient 
.    égales.  13 

•23  Etant  donné  un  angle  ABG  et  un  point  D  sur  le  côté  BG, 
trouver  sur  le  même  côté  un  point  O  tel,  qu'en  abais- 
,    sant  OH  perpcudieulaire  sur  ÂB,  on  ait  OH  =  CD.        14 
•37  Étant  données  une  circonférence  0  et  une  tangente  BH  à 
l'extrémité  du  diamètie  AB,  trouver  sur  la  circonfé- 
rence un  point  G  tel,  qu'en  joignant  AG,  on  ait  CD  =: 
,    CB.  2Î 

t47  Etant  donnée  une  corde  AB  dans  un  cercle  0,  trouver  sur 
l'arc  AB  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  aux 
,   extrémités  de  la  corde  soit  égale  à  une  ligne  donnée.         28 
«48  Étant  donnée  une  corde  AB  dans  un  cercle  O,  trouver  sur 

l'arc  AB  un  point  tel,  que  la  différence  de  ses  distances        ^ 
,    aux  extrémité  de  la  corde  soit  égale  à  une  ligne  donnée.  29 
80  Etant  donné  un  triangle,  le  partager  en  trois  parties  équiva- 
'  lentes  en  joignant  les  trois  sommets  à  un  point  pris  dans 
l'intérieur.  47 

82  Étant  données  trois  droites  de  grandeur  et  de  position ,        * 
trouver  un  point  tel,  qu'en  le  joignant  aux  extrémités 
de  ces  droites,  on  forme  trois  triangles  équivalents.  48 
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159  Btant  donné  un  triangle  ABC  et  un  point  D  sur  le  côté 
AB,  trouTCrsurlecôteACun  point È  tel,  qu'enjoignant 
£D,  le  triangle  ADE  soit  équivalent  au  quadhia^ère 
EDBG.  106 

177  Déterminer  sur  la  hase  ou  sur  le  prolongement  de  la  hase 
d'un  triangle  un  point  tel,  que  la  dislance  de  ce  point 
au  sommet  du  triangle  soil  moyenne  pro|>ortio!iHellq 
entre  ses  distances  aux  extiémiiés  de  la  base.  123 

195  Trouver  sur  un  arc  donné  un  point  tel,  que  la  somme  de9 

carrés  de  ses  disiauf^es  aux  exlrémilés  de  Tare  soit 
égale  k  ud  carré  donné.  14i 

196  Trouver  sur  un  arc  donné  un  point  tel,  que  la  dilTûrence 

des  carrés  de  ses  distances  aux  extréuùlés  de  l'arc  soit 
égale  à  un  carré  donné*  1 42 

197  Trouver  sur  un  arc  donné  un  point  tel,  que  ses  distances 

aux  extrémités  de  Tare  soient  eptre  elles  dans  le  rap- 
port de  deux  droites  données.  1 42 

198  Trouver  sur  un  arc  donné  un  point  tel,  que  le  rectangle 

de  ses  distances  aux  extrémités  de  l'arc  soil  égal  à  un 
carré  donné.  143 

207  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  que  ses  dis- 
tances à  un  point  donné  et  a  une  droite  donnée  soient 
égales  entre  elles.  152 

221  Trouver  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  triaqgles 
équilatéraux  un  point  tel,  que  la  somme  des  carrés  de 
ses  distances  aux  sommets  du  premier  triangle  soit  à 
la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  sommets  dif 
second  triangle  dans  un  rapport  donné.  166 

224  Trois  circonférences  inégales  étant  données,  trouver  un 

point  tel,  qu'en  menant  de  ce  point  des  tangentes  aux 
trois  circonférences,  ces  tangentes  soient  égaies.  170 

225  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  pomt  tel,  que  la  somme 

de  ses  distances  à  deux  points  donnés  soit  égale  à  une 
.  droite  donnée.  170 

281  Étant  donnés  dans  une  circonférence  0  un  diamètre  AB 
et  deux  points  G  et  D,  trouver  sur  la  circonféi  enoe  un 
point  K  tel,  qu'en  joignant  KC  et  KU,  on  ail  ÛMs=ON.     1 78 

269  Trois  circonférences  étant  données  sur  uu  plan^  trouver 
sur  l'une  d'elles  un  point  tel,  que  la  diiïérenee  des  carrés 
des  tangentes  menées  de  ce  point  aux  deux  autres  cir- 
conférences, soit  égale  à  un  carré  donné.  212 

275  Etant  données  deux  circonférences,  trouver  sur  leur  plan 
un  point  tel,  qu'en  menant  de  ce  poinl  des  tangentes  aux 
deux  circonférences,  ces  tmigentes  soient  é^es  et  fas- 
sent entre  elles  un  angle  donné.  220 

291  Deux  points  A  et  B  étant  donnés  sur  la  circonférence  d'un 

cercle  dont  le  rayon  est  conriu,  trouver  sur  la  ciFconfé- 

rence  nu  point  tel,  qu'en  désignant  par  X  el  Y  ses  dis-  • 

tances  aux  points  A  et  B,  on  ail  :  ûs-^yix-yiîmzn,  234 

292  Deux  points  A  et  B  étant  donnés  sur  la  circoniéreoce  d'un  • 
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cercle,  trouver  sur  cette  circoiiféreDce  ud  point  tel, 
qu*en  désignant  par  x  et  y  ses  distances  aux  points  A 
et  B,  on  ail  :  x-yy:x-y\:  x:y.  235 

297  Trouver  dans  l'inlérieur  d'un  triangle  un  pointtel,  qu'en  le  "^ 
joignant  aux  trois  sommets,  les  surfaces  des  trois  tri- 
angles résultants,  soient  entre  elles  comme  m,  n  et  p.      240 

300  Etant  donné  un  polygone  quelconque  de  m  côtés,  déter- 
miner son  centre  de  gravité.  242 

304  Trouver  sur  une  corde  donnée  de  position  dans  un  cercle 
donné,  un  point  tel,  que  si  par  ce  point  on  mène  une 
seconde  corde,  elle  soit  divisée  en  deux  parties  égales 
entre  elles  et  à  une  longueur  donnée.  246 

321  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  le  plan  d'un  cercle, 
trouver  sur  la  circonférence  de  ce  cenrie  un  point  Ctel, 
qu'en  le  joignant  aux  points  A  et  B  par  tes  deux  sécan- 
tes CA  et  GB,  la  corde  d'intersection  PQ  soit  parallèle 
à  une  droite  donnée  KH.  264 

327  On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  et  trois  angles 
droits  ayant  même  sommet,  trouver  sur  la  circonférence 
un  point  tel,  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances 
aux  six  droites  qui  forment  les  trois  angles  donnés,  soit 
égaie  à  un  carre  donné.  270 

329  Etant  donné  un  point  dans  un  angle,  trouver  sur  les  deux 
côtés  de  cet  angle  deux  points  tels,  qu'en  les  joignant 
au  point  donné,  on  forme  un  triangle  semblable  à  un 
triangle  donné.  273 

336  Etant  donnés  deux  points  et  une  droite,  trouver  sur  la 

droite  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  aux 
deux  points  donnés  soit  un  minimum.  279 

337  Etant  donnés  deux  points  de  différents  côtés  d'une  droite, 

trouver  sur  la  droite  un  point  tel,  que  (a  différence  de  ses 
distances  aux  deux  points  donnés  soit  Mn  maximum.        280 

356  Etant  donnés  un  point  et  deux  droites,  trouver  sur  la  pre- 
mière un  point  tel,  que  le  rapport  de  ses  distances  au 
point  donné  et  à  la  seconde  droite ,  soit  égal  i  un  rap- 
port donné.  305 

364  Trois  circonférences  de  cercle  étant  données  de  grandeur 
et  de  position  sur  un  plan,  trouver  sur  Tune  d'elles  le 
point  où  Tobservateur  doit  être  placé  pour  voir  sous  des 
angles  égaux  les  deux  autres  circonférences.  315 

CONSTRUCTIONS  DE  LIGNES   PROPORTIONNELLES,   DE  RECTANGLES 
DE  POLYGONES  RÉGULIERS  ET  SEMBLABLES.  PROBLÈMES  DIVERS. 

f  29  Gonstniire  un  parallélogramme,  connaissant  les  deux  dia- 
gonales et  un  côté.  1 8 

,30  Construire  un  parallélogramme,  connaissant  les  deux  dia- 
gonales et  l'angle  de  deux  côtés.  18 

^39  Dans  un  cercle  0,  ou  suppose  que  l'arc  CD  soit  le  tiers  do 
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Tare  AB,  on  tire  les  cordes  AG  et  BD  qui  se  coupent 
en  K,  et  on  demande  la  longueur  de  KD.  -  23 

63  Gonslruire  un  quadrilatère,  connaissant  les  deux  diagona- 
les, l'angle  qu'elles  forment  et  deux  des  angles  opposés 
du  quadrilatère.  32 

72  Construire  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  droites 

données.  42 

73  Construire  une  moyenne  proportionnelie  à  deux  droites 

données.  43 

1 40  Construire  un  carré  équivalent  à  un  parallélogramme  ou  à 

un  triangle  donné.  94 

1 4 1  Faire  sur  une  ligne  donnée  de  grandeur,  un  rectangle  équi- 

valent à  un  rectangle  donné.  94 

142  Faire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone  donné.  95 

143  Faire  un  carré  qui  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  diffé- 

rence de  deux  carrés  donnés.  96 

144  Construire  un  carré  qui  soit  à  un  carré  donné  dans  le 

rapport  de  deux  droites  données.  96 

146  Sur  le  côté  a6,  homologue  à  AB,  déc.rire  un  polygone  sem- 
blable à  un  polygone  donné  ABCDE.  97 

146  Deux  polygones  semblables  étant  donnés,  construire  un 

polvgone  semblable  qui  soit  égal  à  leur  somme  ou  à  leur 
différence.  98 

147  Construire  un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné, 

et  qui  soit  à  ce  polygone  dans  un  rapport  donné.  98 

148  Construire  un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné 

et  équivalent  à  un  autre  polygone  donné.  99 

149  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné,  et 

dont  les  côtés  adjacents  fassent  une  somme  donnée.  99 

160  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné,  et 
dont  tes  côtés  adjacents  aient  entre  eux  une  différence 
donnée.  100 

162  Les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  sont  BC=a,  AC=6, 

et  AB^=y  a*-hb*—aby  on  demande  la  valeur  de  Tangle 

C  opposé  au  côté  AB.  108 

163  Les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  sont  BC-a,  AC-ô  et 

AB=Va*-hb*'Hià^  on  demande  la  valeur  de  l'angle  C 
opposé  au  côté  AB.  1 08 

178  Exprimer  la  surface  d'un  triangle  i^  en  fonction  de  ses 

trois  côtés .  2<'  en  fonction  des  rayons  des  cercles  inscrit 

et  ex-inscrits.  124 

179  Exprimer  la  surface  d'un  quadrilatère  insltni  en  fonction 

des  quatre  côtés.  126 

187  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle.  134 

1 88  Inscrire  dans  un  triangle  un  rectangle  dont  les  côtés  soient 

entre  eux  dans  un  rapport  donné.  137 

203  Construire  un  pentagone,  connaissant  les  milieux  de  ses 

cinq  côtés.  148 

21 4  Un  triangle  étant  inscrit  daîis  un  cercle,  exprimer  en  foiic- 
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UoQ  des  angles  de  ce  triante,  les  angles  que  font  ses 
côtés  avec  les  droites  qui  joignent  les  sommets  au  centre 
du  cercle  circonscrit.  l  eo 

215  Exprimer  en  fonction  des  côtés  d'un  triangle»  les  segments 

compris  entre  les  sommets  de  ce  triangle  et  les  points 
où  un  cercle  ex-inscrit  au  triangle,  touche  ses  eàiés  ou 
leurs  prolongements.  1 60 

216  Exprimer  les  hauteurs  d*un  triangle,  puis  sa  surÊiee  en 

fonction  de  ses  trois  côtés.  161 

217  Exprimer  la  surface  d*un  triangle  en  fonction  de  ses  trots 

médianes.  162 

218  Calculer  la  surface  d-un  trapèze  en  fonction  des  quatre 

côtés.  163 

284  Diviser  une  droite  donnée  en  moyenne  et  extrême  raison.     181 
235  Évaluer  en  fonction  d'une  droite,  le  plus  ^and  et  le  plus 
petit  segment  de  cette  droite  divisée  en  moyenne  et  ex- 
trême raison.  182 
286  Inscrire  un  carré  dans  une  circonférence  donnée.  1 88 
237  Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  triangle  équîiatéraL      184 
388  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  décagone  régulier,  puis 
un  pentagone  régulier  et  en6n  un  pentadécagone  régu^ 
lier.                                                                            185 
242  On  propose  de  faire  connaître  les  angles  d'un  triangle 
isocèle  qui  aurait  pour  base  le  plus  grand  segment 
d'une  droite  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison,  et 
pour  côté  cette  droite  elle-même.                                     189 

246  Connaissant  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  un 

cercle  et  le  rayon  du  cercle,  trouver  le  côté  du  polygone 
régulier  circonscrit  semblable.  1 93 

247  Exprimer  en  fonction  du  côté  d'un  polygone  régulier  in- 

scrit dans  un  cercle  et  du  rayon  de  ce  cercle ,  le  côté  du 
polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double.      1 93 
254  Construire  un  décagone  régulier  dont  le  périmètre  soit  au 

périmètre  d'un  carré  donné,  dans  un  rapport  donné.        197 

261  Exprimer  en  fonction  du  rayon,  le  côté  du  pentadécagone 

,  régulier  inscrit  dans  un  cercle.  '  21(1 

262  Étant  données  les  surfaces  des  polygones  réguliers  inscrit 

et  circonscrit  de  n  côtés  à  un  cercle,  trouver  les  suHaees 
des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  de  2  n  cô- 
tés au  mêmp  cerclé.  202 

263  Connaissant  les  périmètres  des  polygones  réguliers  Inscrit 

et  circonscrit  de  n  côtés  à  un  cercle,  déterminer  les  péri* 
mètres  des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  de 
2  n  côtés.  20& 

264  On  donne  un  cercle  O  de  rayon  f;  d'un  point  A  quel- 

conque de  la  circonférence,  arec  un  rayon  égal  à  r,  on 
décrit  un  autre  cercle  qui  coupe  le  premier,  et  Ton  pro- 

Kse  d'exprimer  en  fonction  du  rayon  r  la  surface 
ONA  comprise  entre  les  deux  cercles.  207 

267  Trouver  l'expression  de  la  surface  ANKGBDHM  qu'on 
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forme  en  divisant  le  diamètre  d'un  cercle  en  m  parties 
égales ,  et  en  décrivant  sur  ces  divisions  comme  dia- 
mètres, des  demi-cercjes  de  part  et  d'autre  du  diamètre 
du  cercle  donné.  209 

287  Inscrire  dans  uu  carré  donné  un  autre  carré  donné.  ^30 

296  Quatre  poiiils  étant  donnés  sur  une  droite,  construire  le 
carré  dont  chacun  des  côtés  passe  par  un  des  quatre 
,  points  donnés.  238 

319  Étant  donnés  deux  quadrilatères  quelconques,  circoncrire 

au  plus  petit  un  quadrilatère  semblable  au  plus  grand.       262 

332  Trouver  les  conditions  nécessaires  pour  la  trisection  de 

Tangle.  275 

338  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectangle  qui  soit  équi- 
valent à  nn  carré  <^nné.  281 

848  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  polygone  dont  les  côtés 
prolongés,  s'il  est  nécessaire,  passent  par  autant  de 
points  donnés  c|u'il  y  a  de  côlés  dans  le  polygone.  293 

358  Chercher  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  côlés  d'un 

triangle  et  la  droite  qui  joint  le  sommet  du  triangle  à 
Tun  des  points  de  division  de  la  base  divisée  en  trois 
parties  égales.  307 

359  Inscrire  dans  un  rectangle  donné  un  second  rectangle 

semblable  à  un  rectangle  donné.  308 

361  Inscrire  dans  un  triangle  donné  un  rectangle  dont  la  sur- 

face soit  un  maximum.  3 1 1 

362  Déterminer,  parmi  tous  les  triangles  rectangles   ayant 

même  périmètre,  celui  pour  le.juel  la  perpendicufaire 
abaissée  du  sommet  de  Tanglc  droit  sur  l'hypothénuse, 
est  un  maximum.  312 

369  Déterminer  le  rapport  qui  existe  entre  le  segment  compris 
entre  la  circonférence  et  le  côté  de  l'hexagone  régulier 
inscrit,  et  le  segment  compris  entre  la  circonférence  et 
le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  même 
cercle.  319 

373  On  donne  une  circonférence  0  et  un  diamètre  AB;  aux 

deux  extrémités  A  et  B  de  ce  diamètre  on  élève  des  per- 
pendiculaires sur  lesquelles  on  prend  des  distances  AG 
et  BD  respectivement  égales  à  a  et  6,  on  joint  les  points 
C  et  D  par  la  droite  CD  qui  rencontre  généralement  la 
circonférence  en  des  points  M  et  M';  par  un  de  ces  points 
M  on  élève  MQ  perpendiculaire  sur  CD,  et  qui  rencontre 
le  diamètre  en  un  point  Q  ;  on  propose  de  déterminer  la 
relation  qui  existe  entre  les  deux  segments  AQ  et  QB 
du  diamètre  et  les  longueurs  a  et  (  des  perpendiculaires 
AC  et  BD.  325 

374  Étant  donnés  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  inscrip- 

tible,  trouver  les  diagonales.  326 

375  Dans  le  quadrilatère  inscrit  ABDG,  et  dans  lequel  les  an- 

gles opposés  B  et  G  sont  droits,  étant  donnes  les  deux 
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côtés  AB  et  AG  avec  Tangie compris  BAC;  trouver  les 
deux  autres  côtés  et  la  diagonale  AD  qui  joint  les  deux 
aoçles  inégaux.  327 

376  Exprimer  la  surface  d*un  triangle  en  fonction  de  deux  cô- 

tés et  du  sinus  de  l'angle  compris.  328 

377  Exprimer  la  surface  d'un  quadnlatère  en  fonction  de  ses 

diagonales  et  du  sinus  de  l'angle  qu'elles  forment.  329 


GÉOMÉTRIE  DE  L'ESPACE. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 

390  Lorsque  plusieurs  droites  sont  perpendiculaires  sur  une 

même  droite  AB  en  un  même  point  B,  elles  sont  toutes 
situées  dans  un  même  plan  perpendiculaire  sur  la  droite 
AB.  346 

391  Lorsque  plusieurs  droites  égales  partant  d'un  même  point 

A,  font  avec  une  même  droilc  A  U  des  angles  égaux,  les 
extrémités  de  ces  droites  sont  situées  sur  une  même  cir- 
ronférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  droite 
AH.  346 

392  L'intersection  de  deux  sphères  est  toujours  un  cercle  dont 

le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  ligne  des  centres.  846 

393  Les  trois  plans  qui  divisent  en  deux  parties  égales  les  trois 

angl(*s  dièdres  d'un  angle  solide  tiiple,  se  coupent  sui- 
vant la  même  droite.  347 

394  Si  par  chaque  arête  d'un  angle  Irièdre  et  par  la  bissectrice 

de  la  face  opposée ,  on  fnit  passer  un  plan ,  on  obtient 
ainsi  trois  plans  qui  se  coupent  suivant  la  même  ligne 
droite.  348 

395  Si  par  chaque  arête  d'un  angle  trièdre  on  fait  passer  des 

plans  perpendiculaires  sur  les  faces  opposées,  ces  trois 
plans  se  coupent  suivant  la  même  ligne  droite.  348 

396  Etant  donnée  une  pyramide  triangulaire  ,  déterminer  sa 

hauteur  par  une  construction  géométrique.  349 

397  Le  volume  d'ua  tronc  de  parallélipipèdc  est  égal  au  produit 

de  sa  base  par  la  moyenne  arithmétique  entre  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  quatre  sommets  de  la  base 
,  supérieure  sur  le  plan  de  la  tiase  inférieure.  350 

398  Étant  donnés  trois  angles  satisfaisant  à  ces  deux  condi- 

tions que  leur  somme  soit  plus  petite  que  quatre  angles 
droits ,  et  que  le  plus  grana  soit  plus  petit  que  la  somme 
des  deux  auUes ,  on  peut  toujours  construire  un  angle 
,  trièdre  ayant  pour  faces  les  trois  angles  donnés.  351 

399  Etant  donnée  une  sphère  matérielle ,  délerminer  son  rayon 

par  une  coR^ilnictjon  ^'oipéirique .  352 
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400  CoDuaissant  Tarèle  d'un  lëtraèdre  régulier ,  évaluer  son 

volume  en  fonction  de  l'arête.  353 

401  Dans  un  tétraèdre  régulier,  si  l'on  abaisse  des  perpendicu- 

laires de  chaque  sommet  sur  la  face  opposée,  ces  per- 
pendiculaires se  coupent  en  un  même  point,  et  elles  se 
coupent  h  leur  guart  à  partir  de  la  base,  et  aux  trois 
quarts  à  partir  du  sommet.  354 

402  Étaot  donné  un  tétraèdre  régulier,  trouver  le  rapport  du  vo- 

lume de  ce  tétraèdre  à  ^nlM^.^d^e  régulier  qui  aurait  pour 
sommets  les  milieux  des  arêtes  du  tétraèdre.  Trouver 
les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite ,  et  le 
rapport  des  volumes  de  ces  sphères.  355 

403  Expression  du  volume  d*un  tronc  de  pyramide  quel- 

conque. 357 

404  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  solide  égal  sont  entre 

eux  comme  les  produits  des  arêtes  qui  aboutissent  à  cet 
,  angle  solide.  358 

405  Étant  donnée  une  droite  tracée  sur  une  des  faces  d'un 

tétraèdre ,  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  divise  le 
tétraèdre  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  1q 
rapport  de  deux  lignes  données.  359 

406  Dans  un  tétraèdre  quelconque ,  le  plan  bissecteur  d'un 

angle  dièdre  divise  la  face  opposée  en  deux  parties  qui 
sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  deux  faces  qui  com- 
prennent l'angle  dièdre  divisé.  360 

407  Dans  un  tétraèdre  quelconque,  les  droites  qui  joignent  les 

milieux  des  arêtes  opposées  se  coupent  en  un  même 
point  qui  les  divise  chacune  en  deux  parties  égales  ;  de 
plus,  si  Ton  joint  ce  point  aux  différents  sommets  du 
tétraèdre ,  on  obtient  des  droites  qui  passent  par  les 
centres  de  gravité  des  laces  opposées,  et  le  point  en 
question  se  trouve  sur  chacune  de  ces  droites,  au  quart 
a  partir  de  la  base,  et  aux  trois  quarts  à  partir  du 
sommet.  361 

403  Dans  un  prisme  quadrangnlaire  quelconque,  la  somme  des 
carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  douze  arêtes,  plus  huit  fois  le  carré  de  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales.  363 

409  Circonscrire  une  sphère  à  une  pyramide  triangulaire.  364 

410  Inscrire  une  sphère  dans  une  pyramide  triangulaire.  366 

411  Le  plus  court  chemin  d'un  pointa  un  autre  sur  la  sur- 

face d'une  sphère,  est  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  ces 
deux  points.  367 

4 1 2  Connaissant  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle,  et  sa- 

chant que  les  longueurs  des  arêtes  sont  entre  elles 
comme  les  nombres  m,  n  et  jp,  déterminer  ces  trois 
.  arêtes.  369 

413  Étant  données  les  bases  et  la  hauteur  d'un  tronc  de  py- 

ramide, calculer  le  volume  de  la  pyramide  totale  et  le 
volume  de  la  petite  pyramide.  370 
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414  Partager  un  tronc  de  pyramide  donné,  par  un  plan  oa- 

rallefe  aux  bases,  en  deux  parties  qui  soient  entre  eueà 
,  dans  un  rapport  donné.  271 

415  Étant  donnés  aeux  points  sur  la  surface  d'une  sphère,  dé- 

crire l'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  ces  deux 
points.  372 

416  D'un  point  donné  sur  la  surface  d'une  sphère,  mener  un 

,  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  un  arc  donné.         872 

417  Etant  donnés  trois  points  sur  la  surface  d'une  sphère,  dé- 

.  crire  le  petit  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points.  371 

418  Partager  l'angle  formé  par  deux  arcs  de  grands  cercles  en 

deux  parties  égales.  374 

419  Faire  en  un  point  d'un  arc  de  grand  cercle  un  angle  égal  à 

un  angle  donné.  374 

420  Par  un  point  donné  sur  la  surfar>e  d'une  sphère,  mener  un 

plan  tangent  à  la  sphère.  374 

421  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  la  sur- 

face de  la  sphère.  375 

422  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  qui  coupe  la  sphère 

suivant  un  cercle  ayant  pour  rayon  une  droite  donnée.     375 

423  Décrire  un  cercle  dont  la  surface  soit  équivalente  à  celle 

d'une  zone  sphérique  donnée.  375 

424  Étant  donnée  une  sphère,  diviser  sa  surface  en  m  parties 

équivalentes  par  des  plans  parallèles.  376 

4  25  Étant  donnée  une  sphère ,  la  couper  par  un  plan  qui  di- 
vise sa  surface  en  deux  zones  qui  soient  entre  elles  dans 
un  rapport  donné.  377 

426  Connaissant  la  surface  d'une  sphère,  calculer  son  volume.    377 

427  Couper  une  sphère  donnée  par  un  plan  qui  la  divise  en 

deux  segments  qui  soient  entre  eux  dans  un  rapport 
donné.  378 

428  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  r  sur  une  sphère  de 

rayon  R,  déterminer  un  second  cercle  parallèle  au  pre- 
mier, et  comprenant  avec  lui  un  segment  qui  soit  dans  un 
rapport  donné  avec  le  cône  qui  aurait  pour  sommet 
le  centre  du  premier  cercle,  et  pour  base  le  second 
,  cercle.  378 

429  Étant  donné  un  tronc  de  cône  droit  à  bases  parallèles, 

1e  diviser  par  un  plan  parallèle  aux  bases  en  deux  par- 
ties qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  fn  à  n.        3S0 

430  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  circulaires  et 

parallèles  est  H,  le  rayon  de  Tune  des  bases  est  R,  et 
on  propose  de  déterminer  le  rayon  de  l'autre  base,  de 
manière  que  le  tronc  de  cône  soit  équivalent  à  un  cy- 
lindre droit  à  bases  circulaires  donné ,  et  dont  on  re- 
présente  la  hauteur  par  H'  et  le  rayon  par  R'.  381 

431  Étant  donné  un  prisme  triangulaire  quelconque,  le  couper 

par  un  plan,  de  manière  que  la  section  soit  un  triangle 
équilatéral.  382 

432  Le  volume  engendié  par  un  triangle  tournant  autour 
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d'une  droite  extérieure ,  est  égal  à  U  surfaee  de  ee 
triangle  multipliée  par  la  circonférence  décrite  par  son 
centre  de  gravité  autour  de  l'axe.  884 

433  Même  théorème  pour  un  polygone.  386 

434  Trouver  le  rapport  entre  les  surfaces  et  les  volumes  de 

la  sphère  du  cylindre  régulier  et  du  cène  régulier  cir- 
conscrits à  la  sphère.  187 

435  Trouver  les  rapports  entre  les  surfaces  et  les  volumes  de 

la  sphère,  du  cylindre  régulier  inscrit  et  du  cône  régu- 
lier inscrit.  388 

436  On  donne  un  demi-cerCle  AoB,  on  prolonge  le  diamètre 

AB,  et  on  propose  de  trouver  sur  ce  diamètre  un  point 
C  tel,  qu'en  menant  de  ce  point  au  demi-cercle  une  tan- 
gente CD,  qu'en  abaissant  du  point  de  contact  une  per- 
pendiculaire DH  sur  le  diamètre,  et  qu'en  faisant  tour- 
ner la  figure  autour  du  diamètre  comme  un  axe ,  la 
surface  engendrée  par  le  triangle  re«;tAngle  GDH  soit 
égaie  à  la  surface  engendrée  par  AKDH.  390 

437  Dans  nin  demi-cercle  0  on  donne  deux  rayons  oM  et 

oA  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre  ;  aux  extrémités  M 
et  A  de  ces  rayons  on  mène  deux  tangentes  qui  se  cou- 
pent en  N;  on  propose  de  calculer  en  fonction  du  rayon 
le  volume  engendré  par  le  triangle  AoM,  le  volume  en- 
gendré par  le  segment  AKM ,  et  enfin  le  volume  en- 
gendré par  la  figure  AOIN,  lorsqu'on  fait  tourner  le 
demi-cercle  autour  du  rayon  OM.  391 

438  On  veut  faire  tourner  un  triangle  autour  d'un  axe  pas- 

sant par  l'un  de  ses  sommets ,  et  on  demande  de  déter- 
miner la  position  qu'il  convient  de  donner  à  l'axe  pour 
que  le  volume  engendré  par  le  triangle  soit  équivalent 
au  volume  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  donné.  392 

439  Un  carré  a  un  sommet  placé  sur  un  axe  fixe  situé  dans 

son  plan,  on  demande  comment  ce  carré  doit  être 
placé  pour  que  le  solide  engendré  par  la  rotniion  du 
carré  autour  de  l'axe,  soit  un  maximum.  393 

440  Un  demi-cercle  ABH  fait  une  révolution  complète  au- 

tour de  son  diamètre  AH,  on  propose  d'inscrire  dans 
la  circonférence  la  corde  AB,  de  telle  sorte  qi;,^  le  vo- 
lume engendré  par  le  segment  circulaire  AMB,  soit 
équivalent  au  cône  engendré  par  le  triangle  rectangle 
ABP.  394 

441  Circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  dont  la  sur- 

face soit  égale  à  une  aire  donnée  ;  déterminer  ensuite, 
parmi  lotjs  les  cônes  circonscrits  à  la  sphère,  celui 
dont  la  surface  est  un  minimum.  395 

442  Un  demi-cercle  ABH  fait  une  révolution  complète  au- 

tour de  son  diamètre  AH  :  on  propose  de  déterminer  le 
secteur  circulaire  ABC.  de  manière  que  le  segment 
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